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Presentacion

El presente libro tiene como propoésito presentar los temas elementales que contem-
pla el programa de Cdlculo diferencial para bachillerato. Tanto el contenido como
su estructura estan disefiados para cumplir con la propuesta nacional de la Reforma
Integral de la Educacion Media Superior. La finalidad es que el estudiante de este
nivel adquiera una educacion de calidad que le permita alcanzar las competencias ne-
cesarias para desarrollar la creatividad y el pensamiento 16gico y critico. Esto se logra
mediante procesos de formacion razonables, estructurados y perfectamente bien argu-
mentados que implicitamente se reflejen en los conocimientos, habilidades, actitudes y
valores los cuales le permitiran correlacionar la escuela con la vida cotidiana, ademas
de allegarse de los recursos necesarios para continuar sus estudios profesionales.

Para estructurar el texto se ha tenido especial cuidado en que las actividades
sean de corte constructivista, centradas en el educando y en los valores que le deben
caracterizar.

El material aqui presentado es un gran apoyo didactico para el personal docente
que decida adoptarlo como texto, ya que cuenta al inicio de cada tema con situacio-
nes didacticas detonantes del aprendizaje, para inmediatamente abordar los conteni-
dos teorico-practicos a manera de texto y cuaderno de trabajo; de tal forma que sea
una opcidn significativa en su tarea de planeacion, ejecucion y evaluacion de clase.

La presentacion de los temas esta organizada como sigue:

En el Bloque 1 el estudiante se ubica y conoce los antecedentes historicos de
esta rama de las Matematicas y como su nacimiento ha contribuido a los grandes
avances de la humanidad.

En el Bloque 2 se busca que el estudiante resuelva problemas sobre limites en
las ciencias naturales, economico-administrativas y sociales; mediante el analisis de
tablas, graficas y aplicacion de las propiedades de los limites.

El Bloque 3 esta dedicado al estudio de la razén de cambio promedio e instanta-
nea, el cambio de posicion de un objeto en el tiempo y la interpretacion geométrica
de la derivada.

En el Bloque 4 se trabaja sobre la obtencion de maximos y minimos absolutos y
relativos y como ellos influyen en el éxito o fracaso de las producciones empresaria-
les, industriales, agricolas y en el comportamiento de los fendmenos naturales.

Sinceramente, mi mejor deseo es que esta obra sea una buena opcion para que
los estudiantes logren desarrollar y potencializar las competencias que agreguen va-
lor a su desarrollo personal, académico y profesional; ya que esto sera un excelente
indicador para que el personal docente vea culminado su esfuerzo y su significativa
mision educativa.

Exito para todos y gracias por la confianza y la oportunidad de compartir esta
propuesta educativa.

René Jiménez



Competencias

Las competencias son la integracion de habilidades, conocimientos y actitudes
que adquieren las personas con el proposito de resolver exitosamente las situa-
ciones que se le presenten en un contexto determinado.

Competencias genéricas del bachillerato

Las competencias genéricas del bachiller se refieren a la capacidad de res-
puesta que éste tiene, las cuales le permiten comprender e influir en su
entorno (local, regional, nacional e internacional), contar con herramientas
basicas para continuar aprendiendo a lo largo de la vida, y convivir adecua-
damente en sus ambitos social, profesional, familiar, etcétera.

La presente asignatura tiene como propdsito fundamental desarrollar en
los estudiantes las siguientes competencias genéricas:

* Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en
cuenta los objetivos que persigue.

* Essensible al arte y participa en la apreciacion e interpretacion de sus
expresiones en distintos géneros.

e Elige y practica estilos de vida saludables.

* Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos con-
textos mediante la utilizaciéon de medios, codigos y herramientas
apropiados.

¢ Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de
métodos establecidos.

*  Sustenta una postura personal sobre temas de interés y relevancia gene-
ral, considerando otros puntos de vista de manera critica y reflexiva.

*  Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida.

*  Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.

*  Mantiene una actitud respetuosa hacia la interculturalidad y la diversi-
dad de creencias, valores, ideas y practicas sociales.

*  Contribuye al desarrollo sustentable de manera critica, con acciones
responsables.



Competencias disciplinares extendidas

Se refieren al desarrollo académico del estudiante que le permite participar
de forma activa en la sociedad del conocimiento y lo prepara para conti-
nuar asi sus estudios superiores, tal como se enuncian a continuacion.

*  Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion
de procedimientos aritméticos, algebraicos, geométricos y variaciona-
les, para la comprension y analisis de situaciones reales, hipotéticas o
formales.

*  Formula y resuelve problemas matematicos aplicando diferentes
enfoques.

*  Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos
matematicos y los contrasta con modelos establecidos o situaciones
reales.

* Argumenta la solucion obtenida de un problema, con métodos nu-
méricos, graficos, analiticos o variacionales, mediante el lenguaje
verbal, matematico y el uso de tecnologias de la informacion y la
comunicacion.

*  Analiza las relaciones entre dos 0 mas variables de un proceso social o
natural para determinar o estimar su comportamiento.

*  Cuantifica, representa y contrasta experimental o matematicamente las
magnitudes del espacio y las propiedades fisicas de los objetos que lo
rodean.

* Elige un enfoque determinista o uno aleatorio para el estudio de un
proceso o fendmeno, y argumenta su pertinencia.

e Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con simbolos
matematicos y cientificos.



Evaluacion diagnostica

Encuentra la solucion para cada una de las siguientes propuestas y andtala en la
columna de la derecha.

Propuesta Solucion
1. Esunaregla de dependencia entre dos variables de forma que una (indepen-
diente) define un y sélo un valor de la otra (dependiente).
2. Conjunto de puntos que definen un lugar geométrico en las coordenadas
cartesianas.
3. (Coémo se define la grafica de una funcion que es cortada s6lo una vez por
cualquier recta horizontal?
4. Escribe la ecuacion de la grafica mostrada.
5. Si fes una funcion, escribe si la igualdad f'(x +y) = f(x) + f(v) es cierta o
falsa.
6. Escribe un ejemplo de una funcion racional.
7. Escribe el nombre, el dominio y el rango de la funcion.
1
f(x)=2x>—3x3+5x - 5
8. Si f(x) =x%—2 entonces el valor de f(3) es:
9. Sif(x)=x>-2y f(x)=2 entonces los valores de x son:
10. Sig(1) =2 calcula el valor de g7'(2).

(Continua)



(Continuacion)

Evaluacion diagnostica

ix

11.

Encuentra el dominio de la funciéon f(x) =

1+ x?

12. La distancia recorrida por un movil esta dada por los valores de la tabla.

t(segundos) | s(metros) 6(:“
0 0 40
1 5
2 16 )
3 34
4 60 0

Usa los datos para trazar la grafica de s como funcion de ¢ y estima la dis-

tancia recorrida después de 3.5 segundos.

[
L
t

13.  Supodn que conoces la grafica de y = f'(x). Describe como puedes obtener la
graficadey=f(x— 1) + 3.

14. La poblacion de una ciudad en el afio 2000 era de 30,000 personas; si esta
creciendo 550 personas por aio escribe un modelo algebraico para calcular
la poblacién en cualquier aio posterior al 2000.

. . 1 1 1 1

15. Estima el limite de la suma Sn=—+—+—+ -+ +— cuando n crece
indefinidamente. 2 4 B8 2

16. Si f(x)=Inxy g(x)=x2— 1. Encuentra ( f° g)(x).

17. Encuentra el valor de 2¢3 + log 25

18. Resuelve para x la expresion e* =5

19. Determina si la funcién y = x* — 2x es par o impar.

20. Determina si la funcion f(x) = e™* es creciente o decreciente.
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Antecedentes y evolucion

del calculo

Desempeiios del estudiante al concluir el bloque:

Reconoces el campo de estudio del calculo, destacando su importancia en
la solucion de modelos matematicos aplicados a situaciones cotidianas.
Relacionas los modelos matematicos con su representacion geométrica
para determinar areas y volumenes en cualquier situacion de tu vida coti-
diana.

Objetos de aprendizaje

Evolucidn del calculo.
Modelos matematicos.

Competencias a desarrollar

Construye e interpreta modelos matematicos sencillos, mediante la aplica-
cion de procedimientos aritméticos y geométricos.

Explica e interpreta los resultados obtenidos, mediante la evolucion histo-
rica del estudio del calculo y los contrasta con su aplicacion en situaciones
reales.

Argumenta la solucion obtenida de un problema, con modelos matemati-
cos sencillos y con figuras geométricas observadas en su entorno.



Estrategias de ensefanza

Proporcione diferentes lecturas de los trabajos realizados por Newton y
Leibniz, destacando su importancia en la solucién de modelos matemati-
cos aplicados en situaciones cotidianas.

Disefie un blog en Internet e integre un breve comentario sobre los ante-
cedentes histdricos del Calculo diferencial y sus aplicaciones en la reso-
lucion de problemas del entorno.

Solicite a los estudiantes realizar una lista de las figuras observables en
su entorno inmediato y mediante una lluvia de ideas exponer al grupo la
figura geométrica y el modelo matematico que representa su area.

D¢ instrucciones a los estudiantes para que en equipo construyan una caja
sin tapa, realizando dobleces simétricos en las orillas de la hoja, se puede
usar pegamento, para agregar algin material que permita la comparacion
y explicacion de volumenes como un primer acercamiento a los maximos
y minimos.

Forme equipos de cuatro personas y explique los cambios sufridos en el
paisaje, en la produccion de cosechas, en los enseres domésticos, articulos
electronicos, entre otros y como el calculo contribuy6 al cambio.

Estrategias de aprendizaje

Realiza en equipos el analisis de las lecturas proporcionadas por su profe-
sor ¢ identifica las aportaciones hechas por Newton y Leibniz al Calculo
diferencial; elaboran un triptico en el que destacan la importancia de estas
aportaciones y las ejemplifican con situaciones reales.

Interactiia con el profesor y sus compaiieros/as en el blog, aporta sus co-
mentarios fundamentados en las lecturas realizadas y con base en las apor-
taciones de sus compaiieros.

Propone cuerpos y figuras geométricas comunes en su entorno y establece
el modelo matematico que determina su area y volumen; por ejemplo el
cilindro, el cono, la esfera, entre otras figuras; también relaciona los mo-
delos matematicos propuestos e identifica la figura geométrica correspon-
diente, finalmente explica los resultados obtenidos.
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e Se organiza para trabajar en equipos y construir una caja sin tapa, reali-
zando dobleces simétricos en las orillas de la hoja, se puede usar pega-
mento, para agregar algun material que permita la comparacion y explica-
cion de volumenes. Hacer anotaciones de los resultados obtenidos para su
analisis, destacando la importancia y significado del modelo matematico
realizado.

*  Argumenta la importancia del estudio del calculo y su relacion con hechos
reales, a partir de la explicacion que proporciono su profesor.

Antecedentes historicos del calculo

Newton y Leibniz son considerados los descubridores del calculo, pero su labor
es el resultado de una ardua tarea iniciada muchos siglos antes. Ellos tomaron
los procedimientos infinitesimales de sus antecesores (Barrow y Fermat), y les
dieron la unidad algoritmica y la precision y generalidad que se requeria por ser
un método novedoso, con lo que impulsaron su desarrollo. Tales estudios pudie-
ron ser elaborados gracias a hombres visionarios como Torricelli, Cavalieri y
Galileo, asi como a Kepler, Valerio y Stevin. Los alcances que estos hombres lo-
graron con las operaciones iniciales con infinitesimales, fueron a su vez resultado
directo de las contribuciones de Oresme, Arquimedes y Eudoxo. Finalmente, el
trabajo de estos ultimos tiene su base en problemas matematicos y filosoficos
sugeridos por Aristoteles, Platon, Tales de Mileto, Zenon y Pitagoras. Para tener
la perspectiva cientifica e historica apropiada, debe reconocerse que una de las
contribuciones fundamentales y decisivas fue la Geometria analitica desarrolla-
da independientemente por Descartes y Fermat.

Sin la contribucion de éstos y de muchos otros hombres, el calculo de New-
ton y Leibniz seguramente no hubiera tenido el desarrollo que hoy conoce-
mos. Su construccion fue parte importante de la revolucion cientifica que vivio
la Europa del siglo xvi. Los nuevos métodos enfatizaron el trabajo empirico y la
descripcion matematica de nuestra relacion con la realidad. La revolucion cien-
tifica supuso una ruptura con las formas de pensar, estudiar y vincularse con la
naturaleza que dominaron casi absolutamente en Europa entre los siglos v y xv.
Esta ruptura y salto en la historia del conocimiento fueron precedidos por las
importantes transformaciones que se vivieron con el Renacimiento y la Reforma
Protestante (durante los siglos xv y xvi). Asi, el Célculo diferencial e integral
esta inmerso en el tipo de conocimiento, cultura y sociedad de las que, esencial-
mente, Somos parte.

El extraordinario avance registrado por la matematica, la fisica y la técnica
durante los siglos xvii, XiX y xx, se lo debemos al Cdlculo infinitesimal y por eso
se le considera como una de las riquezas de la creacion intelectual de la que el
hombre debe sentirse orgulloso.
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Contribuyentes al desarrollo del calculo

1600

1700

1800

Descartes ]
(1596-1650)

Arquimides
(287a212a.C)

Newton
(1642-1727)

Leibniz
(1646-1716)

L. Euler

(1707-1783)

Lagrange
(1736-1813)

A

M.Agesi

Kpler Pascal L’Hopta Beroulli
(1571-1630) (1623-1662) (1661-1704) (1667-1748) (1718-1799)
Leyes de Geometria || Newton Primer Euler Lagrange Gauss y
Kepler del analitica de || descubre texto de introduce ||comienza su ||su teorema
movimiento | | Descartes el calculo calculo el nimero || mécanique fundamental
L’Hopital e analytique del algebra
[ [ [ [ [ [ I
1609 1637 1665 1696 1728 1756 1799
1800 1900
C. Gauss A. Cauchy G. Riemann H. Lebesgue
(1777-1855) (1789-1857) (1826-1866) (1875-1941)
i
K. Weierstrass S. Kovalevsky
(1815-1897) (1850-1891) (1839-1903)
Cauchy Integral Hermite e es Integral
y su nocién de Reimann trascendental de Lebesgue
precisa
de limite
[ [ [ [
1821 1854 1873 1902
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Desarrolla tus competencias

En ciencia, siempre que se habla de modelos matemdticos en la vida real se esta
refiriendo a una funcioén o relacion que describe la dependencia entre cantidades
variables. Resuelve las siguientes situaciones de aprendizaje significativo.

. . 1
1. Sihacemos girar larecta y = Ex de la grafica mostrada, alrededor de los

ejes x, yy larecta y = 1 generamos los volimenes de 3 conos diferentes.
Identifica cada figura al revolucionar la region limitada por la recta, el
punto de coordenadas (4, 2) y el origen. Calcula el valor numérico de
cada uno de los volimenes.

21
4,2~ Y=2%
y=1

»
' o

6 v B

Secuencia didactica

. . 1
* El volumen de un cono se obtiene a partir de la férmula V' = 3 w rh.

* Observa que a partir del origen y del punto de referencia de la recta (4, 2)
puedes conocer el radio y la altura de cada cono.

Trabajo de investigacion

Consulta las trayectorias de Isaac Newton y Gottfried W. Leibniz y comenta
con tu maestro y tus compaieros acerca de las aportaciones mas significativas
de ambos.



Antecedentes y evolucion del calculo

2. Se desea disefiar una caja cuadrada abierta por arriba, cortando cuadrados
de lado x de las esquinas de una pieza de cartén que mide 6 por 6 pul-
gadas, como se muestra en la figura. Escribe un modelo, o expresion, para
encontrar el volumen de la caja.

6-2x
6-2x

F o 6-2x

Secuencia didactica

» Para escribir el modelo que calcula el volumen de la caja, observa la figura y
recuerda que tienes que multiplicar el 4rea de la base por la altura.

» Escribe el dominio y el rango del volumen de la caja.

» Calcula el volumen de 3 cajas diferentes para valores de x =1, 2 y 3 pulgadas.
Reflexiona con tus compaifieros acerca de estos valores.

» La grafica muestra el volumen de diferentes cajas para valores de x entre 0 y
3 pulgadas. De acuerdo con tu apreciacion, ;para qué valor de x el volumen
de la caja es mayor?

* Analiza con tus compaiieros el significado de la grafica.

Volumen
204

15

10

5

1 2 3 "x (pulgadas)

¢Qué estudia el calculo?

La pregunta obligada en el estudio del presente curso es: ;qué es el calculo?

En tiempos del Imperio romano, el calculus era una pequeiia piedra utilizada
para contar y para apostar; este mismo significado se le da hoy en dia en el len-
guaje coloquial médico.

Siglos mas tarde, calculare significaba calcular, contar o resolver. En la actuali-
dad, en todos los campos del conocimientos, la palabra cdlculo denota una reformu-

Bloque 1

7
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lacion de las matematicas elementales potenciadas con el concepto de limites, en
otras palabras, el calculo toma las ideas fundamentales de la matematica elemental y
las extrapola a situaciones mas generales; ademas el calculo es mas dinamico a dife-
rencia de la matematica tradicional que es mas estatica. Por tal razon, el calculo fa-
cilita el modelaje de procesos o fendmenos que se manifiestan a través de una razon
de cambio. El siguiente cuadro muestra varios ejemplos de lo dicho anteriormente.

Matematica elemental

Calculo

Matematica elemental

Calculo

Pendiente de una recta

Pendiente de una
curva

Movimiento a lo largo de
una recta con velocidad
constante

Movimiento a lo largo
de una curva con
velocidad variable

Recta tangente a una
circunferencia

Recta tangente a
cualesquier curva

Volumen de un solido
regular

Volumen de un sélido
limitado por una
superficie curva

Velocidad media

Velocidad instantanea

Aceleracion media

Aceleracion instantanea

Area de una region
limitada por segmentos
rectilineos

Area de una region
limitada por curvas

Area de la superficie de un
cilindro

Area de la superficie de
cualesquier sélido

Longitud de un segmento
de recta

Longitud de una
curva

Plano tangente a una
esfera

Plano tangente a una
superficie mas general

Suma de una coleccion

Suma de una

Centro de una esfera

Centro de gravedad de

finita de nimeros

coleccion infinita de
numeros

un solido mas general

Calculo de areas y volimenes

Sin lugar a dudas, el problema del célculo de areas de figuras irregulares o curvas
es lo que llevo a los antiguos griegos a utilizar el método del agotamiento hace
por lo menos 2500 afios. Esta técnica consistia en dividir el 4rea 4 de un poligono
en varios tridngulos, como en la figura 1, y luego sumar las areas de los triangulos
resultantes.

A=A1+A2+A3+A4+A5

Figura 1
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Esta claro que era mucho mas dificil obtener el area de una figura curva.
En este caso, se utilizaba el método de agotamiento que consistia en inscribir y
circunscribir poligonos en torno a la figura y a continuacion hacer que el numero
de lados de los poligonos aumentara. La figura 2 muestra el método en el caso de un
circulo, con poligonos regulares inscritos.

Figura 2

Observa hacia donde tiende la diferencia entre las areas del circulo y el
poligono cuando el nimero de lados de este ultimo crece indefinidamente.

Llamemos A al area del circulo y 4 al area del poligono inscrito con n lados.
Al aumentar n de manera indefinida, parece que 4, se aproxima cada vez mas al
area del circulo. Decimos que el area del circulo es el /imite de las areas de los
poligonos inscritos y escribimos en forma simbdlica:

A=lim4,

n—soo
La expresion anterior se lee:
El limite de 4, cuando n tiende al infinito es 4.

Es conveniente aclarar que los griegos no aplicaron explicitamente los li-
mites, pero por medio del método del agotamiento pudieron probar la conocida
formula del area del circulo: 4 = 772,

Potencializa tus competencias

Para reafirmar las ideas anteriores e introducirte al mundo del calculo realiza las
siguientes actividades:

1. Marca con un color azul el poligono sugerido en cada uno de los circu-
los mostrados y reflexiona sobre las siguientes preguntas:

* /Hacia donde tiende el area del poligono a medida que el nimero de
lados de éste aumenta indefinidamente?

* (Qué tanto se parecen el radio del circulo y la apotema del poligono
cuando el numero de lados del poligono es suficientemente grande
para aproximarse al circulo?

» (/Cdémo encontraron los griegos la formula del area del circulo?
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Cuadrado Hexagono Octagono \Decégono

2. Encalculo, una de las formas mas utiles para aproximar el area de figuras
curvas es dibujar el mayor nimero posible de franjas rectangulares deba-
jo de éstas y enseguida sumar las areas de cada una de las regiones de los
rectangulos.

a) Con los valores de f dados en la grafica, aproxima el area som-
breada debajo de la curva, sumando las 4reas de los 4 rectangulos
desde x = 0 hasta x = 8.

b) Ahora encuentra la estimacion del area de f dibujando 8 rectangulos.

¢) ¢Qué ocurre a medida que dibujas un gran niimero de rectangulos?

vA yA

y=f(x) — y="f(x)

o
N
A
o
e

oA 4

o

N

N

o

)

S 4

a) b)

3. Se desea conocer el costo de fabricar una caja rectangular abierta por
arriba, cuya capacidad sea de 1 m?, la base mida x? y la altura y. Escribe
un modelo matematico para calcular dicho costo en funcion de x si el
material de las paredes es de 5 pesos por metro cuadrado y de 10 pesos
el metro cuadrado del fondo. (Ver figura).

Abierta
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4. Dado el punto (2, 3) de larecta y =3, y haciendo girar la region que esta
sombreada sobre el eje y y x, se generan los cilindros so6lidos mostra-
dos en la figura. Calcula el area exterior y el volumen de cada uno de
ellos.

y=3 (2,3)

Xy

Area = Area =

Volumen = Volumen =

5. Un deposito de agua estd formado por dos casquetes esféricos como
tapas y por un cilindro de radio » y altura 4. Calcula su volumen si
el radio mide 0.5 metros, la altura 1 metro y la porcion del radio & es

0.375 metros.
Casquete esférico: Parte de una esfera cor-
tada por un plano. El volumen se calcula
\ \ con la expresion:
\ \
l’| :
_ - (LIS | -
I ]
1 1 !
| k2
' ! v="""3r—k)
k h 3

6. Supon que fabricas anillos para servilletas
taladrando agujeros de radio » = 2.5 cm a y -
través del centro de una esfera de madera de  / V
radio R =4 cm. /Cudl es la cantidad de ma- | |
dera que sale de la perforacion, si los anillos
quedan con una altura de 6 cm? (Observa los
casquetes y el orificio cilindrico de la figura).
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Definicion de tangente

Los intentos por definir el concepto de recta tangente a una curva dieron como
resultado la rama del calculo que se llama Calculo diferencial, y su desarrollo
se presentd 2000 afios después que el Calculo integral. Las ideas fundamentales
que sustentan al Calculo diferencial se las debemos, entre otros, al matematico
inglés Isaac Newton (1642-1727) y al matematico aleman Gottfriedd Leibniz
(1646-1716).

Isaac Newton (1642-1727) Gottfriedd Leibniz (1646-1716)
matematico inglés. matematico aleman.

Considera la grafica de la funcion y = f(x) de la figura 3 y traza una recta se-
cante por el punto fijo P(x , y ) y el punto movil O(x , y,) proximo a P; entonces,
por definicion, la pendiente m,,, de la secante es:

y A
Recta secante

Qlx, v,

Y,
q P
f (Xpl yp)

Xy

Figura 3

Pensemos ahora que el punto Q se mueve a lo largo de la curva de f'(x) acer-
candose a P. En la secuencia de la figura 4 se puede apreciar que la recta secante
gira y se aproxima a la recta tangente como su posicion limite. Esto significa que
la pendiente m,,, de la recta secante se acerca cada vez mds a la pendiente m de la
recta tangente; simbodlicamente esto se escribe asi:

m=limm
o-p 0
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X 10 i “m imi m,  cu i .
La expresion anterior se lee: “m es el limite de m,,, cuando Q tiende a P”

0
Figura 4
y A YA y A
Q Recta tangente
P p" 0 P
x x x
a) b) c)

Este analisis ensefia que la pendiente m de la recta tangente es el limite de

My cuando Q se acerca mucho a P. Por tanto, cuando X, seacercaax, podria-
mos usar también la ecuacion m = limm,  como:
0—-P PO
, Y, 7Y Y, =Y
m= lim /—%  donde my,, = ——*
X —X —_— u—
X, TX, X~V
Velocidad

Si comparamos la representacion grafica de la tangente de la seccion anterior
con el movimiento de un automodvil que se mueve en linea recta y graficamos
los puntos correspondientes a la distancia recorrida como funcion del tiempo
d=f(t), después de t segundos la velocidad promedio en el intervalo [a, 7] es:
(ver figura 5)

velocidad promedio = distancia recorrida - J()~f(a)

tiempo transcurrido t—a
dA Recta secante
Recta tangente
Q(t,f(t))

1
1
i

| () - f(a)
I
|
|
Pla,fla)) g2 ____ 1
I| ¢ t—a ) :

Figura 5

13
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Lo cual nos lleva a concluir que es lo mismo que la pendiente de la recta
secante de la figura 3. La velocidad cuando 7= a es el valor limite de la velocidad
promedio cuando ¢ se aproxima mucho a la abscisa a. Este limite se llama velo-
cidad instantanea v y se representa por la expresion

s tim L= (@)

t—a I—a

En Calculo diferencial, si resolvemos problemas de la tangente a una fun-
cién, practicamente también lo hacemos para situaciones referentes a velocida-
des o bien, a otras razones de cambio.

Limite de una serie

Piensa en un pastel circular que se consume de acuerdo con el siguiente patron:
el primer dia se come la mitad, el siguiente la mitad de lo que queda, el tercer dia
de nuevo se consume la mitad de lo que queda y asi sucesivamente. ;Significa
esto que nunca se terminara el pastel? (Observa la figura 6).

Qﬂﬂﬂ

2 4 8 16 32 64

Figura 6

Queda claro que el pastel se va a terminar, pero tedricamente el experimento
sugiere que si sumamos la infinidad de fracciones al ir seccionando lo que queda
del pastel, la suma S, queda como sigue:

S = l+i+...+i+...:]
8 16 2"

1
- + +
" 2

1
4

La experiencia anterior nos lleva a concluir que si el nimero de términos n
es suficientemente grande, podemos aproximar la suma § tanto como se quiera
al nimero 1 y que es razonable decir que la suma de la serie infinita es 1.

S =

1
=-=05
2
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111
S,=—+—+-=0875
2 48

S4=l+l+l+i=0.9375
2 4 8 16

111 1
S|, ==+ 4=+ —— = 0.99902344
2 4 8 1024

Asi, conforme agregamos términos, la suma se aproxima cada vez més a 1.
Por tanto, la suma de la serie anterior se puede escribir de manera simbolica
de la siguiente manera:

(1 1 1 1 1
lim| —4+—+—-+—+-+—+- |=1
m={2 4 8 16 2"

y de forma mas compacta:

limS =1
N—yoo
la cual se lee como: “El limite de la suma infinita S, cuando » tiende a infinito
es1”.
Mas adelante veremos que estas ideas basicas de limite son importantes para
definir el Célculo diferencial e integral.

Potencializa tus competencias

Para reafirmar las ideas anteriores e introducirte al mundo del céalculo realiza las
siguientes actividades:

1. Ladistancia s(¢) en metros recorrida por un objeto que se deja caer en
caida libre después de ¢ segundos se puede encontrar con la expresion
s(t) = 4.9t. Completa la siguiente tabla para determinar la distancia
recorrida en los instantes indicados.

15

ten segundos 4 41 4.01 4.001

s(t) en metros
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Luego, la velocidad promedio del objeto en un intervalo de tiempo
puede calcularse dividiendo la distancia recorrida por el objeto entre el
tiempo transcurrido de una posicidn inicial a una posicion final.

distancia recorrida

velocidad promedio = — .
tiempo transcurrido

Ahora calcula la velocidad promedio para cada intervalo de tiempo
indicado en la tabla.

Intervalo de tiempo 4<t<5 4<t<4.1 4<1<4.01 4<1<4.001

Velocidad promedio

» ;Cual parece ser el limite de la velocidad promedio cuando acorta-
mos el periodo del intervalo?
* ;Qué nombre recibe en fisica el limite de la velocidad promedio?

2. Se lanza una pelota hacia arriba con una velocidad de 40 pies por se-
gundo, la altura que alcanza en pies, después de ¢ segundos, se expresa
por A(t) =40t — 16¢>.

a) Encuentra la altura alcanzada para el periodo que se inicia cuando
t = 2 segundos y dura: 0.5, 0.1, 0.01 y 0.001 segundos. Completa
la tabla.

ten segundos 2.5 2.1 2.01 2.001

h(t) en metros

b) Calcula la velocidad promedio para cada intervalo de tiempo in-
dicado en la tabla.

Intervalo de tiempo 2<t<2.5 2<t<2.1 2<1<2.01 2<1<2.001

Velocidad promedio

¢) Encuentra la velocidad instantanea cuando ¢ = 2.
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3. Una pelota se deja caer desde 1 metro de altura y cada vez que rebota
lo hace hasta la mitad. Calcula el limite de la distancia total que recorre
verticalmente después de haberla soltado, hasta quedar en reposo.

1
Tm |—=
2 4 N
’ \
/ \
/ \
/ \
1 ! \
4 " \ g AN
1 1 / \
\ ’ \
(- \ - ~<
8 v/ \ ,/’ N
\ N, AP <o

s Rt e
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 1

Considera tu desempefio como estudiante y anota la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en el cuadro el nimero correspondiente.

® 0 Nunca @ 5 Algunas veces @10 Siempre

COMPETENCIAS A DESARROLLAR

(Al finalizar el bloque adquiriste las competencias que te permiten

* construir e interpretar modelos matematicos sencillos, mediante
la aplicacion de procedimientos aritméticos y geométricos?

e explicar e interpretar los resultados obtenidos, mediante la
evolucion histdrica del estudio del calculo y los contrastaste con
su aplicacion en situaciones reales?

e argumentar la solucion obtenida de un problema, con modelos
matematicos sencillos y con figuras geométricas observadas en su
entorno?

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

(Al finalizar el bloque desarrollaste actividades que te permiten

* realizar en equipos el analisis de las lecturas proporcionadas
por tu profesor e identificaste las aportaciones hechas por
Newton y Leibniz al calculo diferencial y las correlacionaste con
situaciones reales?

* interactuar con el profesor y tus compaiieros (as) en algiin
blog para aportar comentarios fundamentados en las lecturas
realizadas y con base en las aportaciones de tus compafieros?

¢ proponer una lista de cuerpos y figuras geométricas comunes en
tu entorno y establecer el modelo matematico que determina su
area y volumen y explicar los resultados obtenidos?

e trabajar en equipos y construir alguna figura geométrica para
hacer anotaciones de los resultados obtenidos para su analisis,
destacando la importancia y significado del modelo matematico
realizado?

e argumentar la importancia del estudio del calculo y su relacion
con hechos reales, a partir de la explicacion que te proporciono tu
profesor?




CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas y
multiplica por 1.25. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes

Antecedentes y evolucion del calculo

categorias:
Menos de 59 60 a 69 70 a79 80 a 89 90 a 100
Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Para autoevaluarte respecto a las actitudes y los valores, reflexiona sobre el valor
que agregaste a tu formacion educativa, desarrollo personal e interaccion con los

demas al estudiar el tema.

Bloque 1

19



Limites

El concepto de /imite permitid
el desarrollo y sustento de las
ramas del célculo, el Célculo
diferencial y el Calculo integral.

Desempeiios del estudiante al concluir este bloque:

*  Aplicas el concepto de limite a partir de la resolucion de problemas eco-
némicos administrativos, naturales y sociales de la vida cotidiana.

*  Calculas limites a partir de la elaboracion de graficas en derive y la in-
terpretacion de las representaciones graficas de funciones, mostrando tus
habilidades en la resolucion de problemas de situaciones cotidianas.

Objetos de aprendizaje

e El concepto de limite.

e Los limites y su interpretacion en una tabla numérica.

*  Los limites y su interpretacion en una grafica.

e El célculo de limites en funciones algebraicas y trascendentes.

Competencias a desarrollar
En este bloque el estudiante

* Interpreta graficas de funciones continuas y discontinuas analizando el
dominio y contradominio y argumenta el comportamiento grafico de la
variable dependiente (y) los puntos (s) de discontinuidad.



Explica e interpreta los valores de una tabla, calcula valores cercanos a un
numero y analiza el comportamiento en los valores de la variable depen-
diente en problemas de su entorno social, econémico y natural.

Explica e interpreta diferentes representaciones graficas y determina limi-
tes que tienden a infinito positivo o negativo, a cero, limites laterales por
la izquierda y por la derecha, y limites finitos de los objetos naturales que
lo rodean.

Argumenta la solucion obtenida de un problema econdémico, administrati-
vo, natural o social, mediante la teoria de limites.

Valora el uso de las TIC’s en el modelado grafico y algebraico de los
limites para facilitar su interpretacion y simulacioén en la resolucion de
problemas presentes en su contexto.

Formula y resuelve problemas, a partir del calculo del dominio y contra-
domino de las funciones algebraicas para determinar sus limites, demos-
trando su habilidad en la resolucion de problemas algebraicos.

Determina limites para funciones racionales, exponenciales, (exponente
entero, fraccionario y negativo), logaritmicas y trigonométricas.

Estrategias de ensefanza

Inicie con una proyeccion de fractales donde involucre procesos al infinito
que modelan el mundo que nos rodea.

Puede obtener informacion en las paginas:
http://www.figueraspacheco.com/LBOTELLA/Geom/Fractals/fractals.
htm#cons

Con ayuda de un buscador, localice paginas relacionadas con Universos
Fractales

Solicite a los alumnos que expliquen e interpreten la paradoja de Zenén
“Aquiles y la tortuga”.

Promueva las lecturas en Internet sobre el concepto y aplicaciones de los
limites, ejemplo:

http//www.calculo_en una variable/Limites-Wikilibros

Propicie un ambiente dindmico y creativo donde se despierte la participa-
cion de los estudiantes para realizar ejercicios de limites.

Para graficar promueva la utilizacion de software disponible de manera gra-
tuita en Internet como: Winplot, GeoGebra, Derive, GraphMat, Pinacle.
Promueva el trabajo colaborativo y cooperativo para que los estudiantes
trabajen graficas.
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Prepare presentaciones en PowerPoint sobre la resolucion de problemas
algebraicos y de funciones trascendentes situados en el contexto en el que
se desarrolla el estudiante.

Estrategias de aprendizaje

Explica el concepto de limite y hace una puesta en comiin en hojas de rota-
folio, retroalimenta entre sus compaiieros/as el trabajo sobre las concep-
ciones obtenidas individualmente y obtienen una conclusion grupal.
Comenta en pares la paradoja de Zenon “Aquiles y la tortuga” y explica
mediante una recta numérica la distancia recorrida por la tortuga y por
Aquiles, destacando la importancia que tiene el realizar correctamente la
interpretacion grafica y su uso en situaciones reales.

Investiga en diferentes paginas de Internet informacion sobre el concepto
y aplicacion de limites, selecciona algunas lecturas y realiza un ensayo
sobre su importancia e impacto que a la fecha tienen.
http://www.prepa6.unam.mx/Colegios/Matematicas/.../Manuales/
http://bibliotecavirtualeive.wordpress.com

Traza o esboza funciones a partir de sus limites en lapiz y papel, comenta
en pares las graficas obtenidas y su interpretacion.

Elabora conclusiones sobre aprendizajes logrados en las graficas de fun-
ciones con el Software Derive.

Explica e interpreta diferentes representaciones graficas y determina limi-
tes que tienden a infinito positivo o negativo, a cero, limites laterales por
la izquierda y por la derecha, y limites finitos de objetos naturales que le
rodean.

Aplica, calcula y resuelve problemas de limites que involucren funciones
trigonométricas, a partir de presentaciones en PowerPoint destacando su
aplicacion e importancia en cualquier situacion cotidiana, proporciona ejem-
plos de situaciones reales.

Menciona opiniones sobre los desempeiios que logrd durante el bloque,
destacando las ventajas que tienen la informacion que se desarrollé duran-
te el bloque en su vida cotidiana.
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Tangente a una curva
En esta seccion veremos como surgen los limites a partir de la tangente a una
curva o la velocidad de un objeto.
Desarrolla tus competencias
Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la funcién y = x” en el punto P(1, 1).
Recuerda que la ecuacion de una recta es de la forma y — y, = m(x — x) y se en-
cuentra conociendo un punto y su pendiente.
yexr A
Q(x,x?)
(1,1)
/ x
4
Secuencia didactica
» Necesitamos un punto y la pendiente de una recta para determinar su ecuacion.
» Para calcular la pendiente m de una recta es necesario conocer dos de sus
puntos.
* Como s6lo conocemos el punto fijo P(1, 1), entonces aproximamos la pen-
diente m de la recta tangente eligiendo un punto mévil O(x, x*) de la funcién
cercana a Py calculamos la pendiente m,,, con la expresion,
"= x' -1
e x-1
* Con la expresion anterior completa las celdas vacias de la siguiente tabla y
concluye cual es el valor de la pendiente m de la recta tangente.
2 2
X x° -1 x-1 m,, X x° =1 x-1 m,,
1.5 1.25 0.5 2.5 0.5 —-0.75 —-0.5 1.5
1.1 0.9
1.01 0.99
1.001 0.999
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* Si calculaste correctamente los valores de m ro cuando x esta muy proximo a
1, entonces es claro que la pendiente m de la recta tangente es 2.

* El experimento muestra que la pendiente de la recta tangente es el limite de
las pendientes de las rectas secantes proximas al punto P(1, 1); este hecho se
expresa simbodlicamente asi:

lim m,, =m

» Ahora ya puedes expresar la ecuacion de la recta tangente con la forma punto-
pendiente que pasa por el punto P(1,1) y tiene pendiente m =2 .

y-1=2(x-1)

* Por ultimo, observa como surge la idea de limite cuando tratamos de encon-
trar la tangente a una curva.

Velocidad instantanea

La misma idea de limite surge en las situaciones donde queremos calcular la

velocidad de un objeto en un instante dado.

Ejemplo

La distancia s(¢) en metros recorrida por un objeto que se deja —_
caer después de ¢ segundos se puede encontrar con la expresion

s(t) = 4.9¢*. Determina la velocidad después de 4 segundos.

s(t)=4.9t2
Respuesta
Debido a la dificultad que existe para hallar la velocidad exacta-
mente en el instante # = 4 segundos sin una formula, calculamos
la distancia recorrida por el objeto en instantes muy proximos
a4 =
ten segundos 4 4.1 4.01 4.001
s(t) en metros 4.9(4) = 78.4 82.369 78.7924 78.4392

La velocidad promedio del objeto en un intervalo de tiempo puede calcularse dividiendo la distancia
recorrida por el objeto entre el tiempo transcurrido de una posicion inicial a una posicion final.

distancia recorrida

velocidad promedio = — -
tiempo transcurrido
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Ahora calculamos la velocidad promedio para cada intervalo del tiempo indicado en la tabla.

Intervalo de tiempo 4<t<5 4<r<41 4<1<4.01 4<1<4.001

Velocidad promedio 122.5-784 _ 44.1 39.69 39.24 39.2

1

Lo que nos ensefia la tabla es que conforme acortamos el periodo, la velocidad promedio se aproxima
al limite 39.2 m/s. Este limite se llama velocidad instantanea del objeto cuando 7 = 4. Podemos
decir entonces que la velocidad del objeto después de 4 segundos es:

v=39.2m/s

Las situaciones anteriores de la recta tangente y de la velocidad de un objeto nos llevan a reflexionar
en el concepto y el calculo de los limites. Mas adelante estudiaremos mas ampliamente el concepto
de limite y los métodos para su célculo.

Evidencias de aprendizaje

1. La siguiente grafica es producto de los datos de un experimento que definen
a y como funcion de x.

P(3,1.3)

a) Considera el punto P(3, 1.3) y encuentra las pendientes de las rectas
secantes PQ cuando Q es el punto con las abscisas x=1,2,4y 5.

b) Estima la pendiente de la recta tangente en P obteniendo el promedio de
las pendientes de las dos rectas secantes que pasan por los dos puntos
conocidos y contiguos a P.

c) Estima la pendiente de la recta tangente en P.
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La curva de la grafica corresponde a la ecuacion y = \/; . Dado el punto
P(4, 2) y otro punto movil Q(x,\/; ) , halla la pendiente de la recta secante

PQ para los siguientes valores de x.

a) 3.5,3.999,4.001,4.5

b) Con los resultados del inciso a) reflexiona y concluye cual es la pendien-
te de la recta tangente en P(4, 2).

¢) Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto P(4, 2).

y A
P(4,2)

0 (x,Vx)

Y

Si se lanza una pelota verticalmente hacia arriba con una velocidad de 64 pies
por segundo, la altura que alcanza en pies, después de ¢ segundos, se expresa
por medio de la ecuacion: y = 64t — 16¢°.

a) Encuentra la velocidad promedio para el periodo que se inicia cuando
t=2ydura:0.5s,0.15s,0.05s,y0.01s.
b) (Cual es la velocidad instantanea cuando ¢ =2 segundos?

64 pies/s T

4. Los valores de la tabla anexa muestran la posiciéon de un automévil.

t (segundos) 0 1 2 3 4 5

s (metros) 0 3 10 21 36 54




b)
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Encuentra la velocidad promedio para el periodo que empieza cuando
t =2y dura: 3 segundos, 2 segundos y 1 segundo.

Intervalo de tiempo

2<t<5

2<t<4 2<t<3

Velocidad promedio

Traza la grafica de s como funcion de 7 para estimar la velocidad instan-

tanea cuando ¢ = 2.

50

40

30

20

10

Limite de una funcion

Y

El concepto de limite en calculo tiene practicamente la misma connotacion que
en la vida cotidiana. En secciones anteriores tratamos la idea de los limites a par-
tir de la tangente a una curva y la velocidad de un objeto; ahora estudiaremos con
mas precision y extension el concepto de limites y los métodos para calcularlos.

Consideremos la funcién f'(x) = 3 — x” e investiguemos su comportamiento
para valores de x proximos a 1. Observa la siguiente tabla.

X f(x) X f(x)
0.5 2.75000 | 1.5 0.75000
0.9 2.19000 | 1.1 1.79000
0.99 2.01990 | 1.01 1.97990
0.999 | 2.0019 |[1.001 | 1.99790

F(x) tiende a 2

y

A
# Flx)=3-x?
2.

T

>
11 4—\ X

x tiende a 1

Figura 1

27
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Si analizamos detenidamente la tabla y la grafica de la parabola f'(x)=3 —x°
que se muestra en la figura 1, es facil concluir que cuando x se aproxima a 1 (por
la izquierda o por la derecha), f(x) lo hace hacia 2. Esta situacion se expresa de
la siguiente manera:

“El limite de la funcién f(x) = 3 — x>, cuando x tiende a 1 es 2.”
Y la expresion simbdlica se escribe:

11'm(3—x2)=2

x—l1

Definicion

“El limite de la funcion f(x), cuando x tiende a a (por la izquierda o por la
derecha), es L ”, si se pueden acercar arbitrariamente los valores de f(x) a L,
tanto como deseemos eligiendo una x lo bastante cerca de a, pero no igual a a.
Esto lo escribimos de manera simplificada como

lim f(x)=L

X—a

Es importante destacar que no es necesario que f(x) esté definida cuando
x =a. Lo que importa es como esta definida f'(x) cuando x esta cerca de a.
Observa las graficas de las funciones de la figura 2 y comprueba que inde-

pendientemente de lo que suceda en x = @, lim f (x) =L
xX—a

Yy A Y A Y A

>
>
X

fla)=L fla) = L f(a) no esta definido

Limites de funciones polinomiales

Para encontrar el limite de una funcién polinomial basta con utilizar la si-
guiente regla basica de limites:

lim f(x)= 1 (a)

x—a



Limites Bloque 2 29
Ejemplo
Encuentra el valor de h'rnz(l -2x*—-x )
Solucion
Para encontrar el limite buscado, basta con evaluar la funcion f(x) en
x=-2.
; a2 3\ o Yy A
lim(1-2#"-2)=£(=2) |
-1-2(2 - ()
----- 1
=1-2(4)-(-8) X /D >
=1-8+8 2 e |\ X
=1
Evidencias de aprendizaje
1. Calcula cada uno de los siguientes limites.
; 2 3\ _
a) £1E)r21(2—x +x )—
; 3\ _
) o7
; 2 3\ _
) £1£1;)1(2—x +x )—
2. Lagrafica de la figura corresponde a una funcion f'(x), analizala y y A
contesta si es verdadero o falso que 11'r121 f (x) =3. 3 L~
(Es posible que se cumpla la expresion anterior y que f(2) =—1? :
Justifica tu respuesta. / i
[\
=1 [po=== L]
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3. Investiga, explica e ilustra con una grafica qué significa: y A
1’ = 3 1, = —1
lim 7(x) fi 3
x
4. Dada la grafica de la funcion £, escribe el valor de cada limite, y A
si existe. Si no lo hay, explica por qué.
2
9 Hpil= 5 Tl \ 1
, 3 . _ 21 Mo 2 /o
o fimsl)= & linsl)- P/
-2
o) lim f(x)= N f@=
Limites de funciones racionales (+)
X
Cuando estudiamos una funcion racional de la forma r(x) _P ( ) debemos te-
qlx
ner en cuenta que 7 (x) no esta definida para g(x) = 0. (Recuerda que la division
entre cero es indefinida.)
Sin embargo, en el calculo de los limites eso puede ser trivial, ya que la de-
finicion de lim f (x) dice que consideremos los valores de x cercanos a a pero
diferentes de a.
Ejemplos
1. Calcular lim 3x+2 A \\
=0 x—2 :
Solucion E
Aunque la funcién no esta definida para x = 2, si lo esta cerca H
de 0. Observa la grafica de la figura 1. —\\ : >
0, -1\ x
3x+2 1
lim = 0 1
=0 x—2 f( ) E
3(0)+2 | :
To0-=2 - Figura 1 x=2



2. Calcular lin}

Solucion

Observa que la funcién f (x) = 11;

1—-x

5

Limites

Bloque 2

x , . . .
—, no esta definida cuando x = 1, pero esto no tiene im-

portancia porque lo que nos interesa es conocer el comportamiento de la funciéon f(x) cuando x
esté proximo a 1. Analiza la siguiente tabla y comprueba que cuando x esta proximo a 1 (por la

izquierda o por la derecha), ocurre que,

0.5

A

Por la izquierda de 1 || Por la derecha de 1
x<1 f(x) x>1 f(x)
0.9 0.526316 || 1.1 0.476190
0.99 0.502513 || 1.01 0.497512
0.999 0.500250 || 1.001 0.499750

El ejemplo 2 podemos representarlo con la grafica de la figura 2.

Solucion analitica del ejemplo 2

> 1 —

Figura 2

»
>

X

Cuando en una funcion racional —como la del ejemplo 2— es posible utilizar una reduccion al-
gebraica elemental, es posible evitar el valor donde la funcion no estd definida, y asi calcular el
limite directamente de la siguiente manera: factorizamos el denominador como una diferencia de

cuadrados:

(Continua)

31
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(Continuacion)

3.

Encuentra el valor de lim

Solucion

Calculo diferencial

X +5x+6
=2 x+2

Como la funcion no estd definida para x = —2 entonces factorizamos y reducimos la expresion

racional

. X' +5x+6 (}4‘\2)(?5"'3)
= lim (x+3)

x—-2

=(-2+3)=1

Atencion. Un trinomio de la forma x* + bx + c es el resultado de multiplicar
los binomios (x + m)(x + n) donde m + n=>b 'y mn = c.

Por tanto, en x° + 5x + 6; b = 5; ¢ = 6, luego dos niimeros que sumados
den 5 y multiplicados 6; son m y n respectivamente.

x 4+ 5x+6=(x+2)x+3)

Evidencias de aprendizaje

Trabajo colaborative. En equipos de cuatro estudiantes resuelvan cada una de las

situaciones siguientes.

1. Utilicen evidencia numérica y la grafica mostrada para conjeturar el valor de

oox—1

lim 5

x—l1 X _1

A
x<1 el x>1 el ’
x: -1 x: -1

0.9 1.1 _/\\O\
0.99 1.01 X
0.999 1.001
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2. Expliquen por qué la siguiente ecuacion lim = 11m(x+ 1) es co-

x—2 X —

rrecta. Escriban la ecuacion correspondiente a cada grafica.

/ /
/ /

xy
xy

3. Utilicen algebra elemental para evaluar cada uno de los siguientes limites, si
existen. Si es asi, escriban en la columna de la derecha el valor numérico del

limite.
,ox—=1
a) 1x1—>1x3 1_
2_
B m e
2 x+2
(h-2) -4
¢) lim =
h—0 h
1 2
d) lim|——- =
) xa1|:_x_1 x2_1:|
2 p—
¢ i X +x 2=
=2 x+2
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x =1
lim =
f) -l x—1
3
e =l
2 l)}grllxz_l
4
. x —16
5 £1§2l -4
iy lim x2+x—6_
=3 x? +4x+3

Aplicaciones

1. Ciencias naturales. El desplazamiento de un automévil que se mueve en

linea recta se expresa con s(t) = 16¢ + t* , donde ¢ se mide en segundos y s(¢)
en metros.

a) (Qué tan lejos viajara en 5 segundos?

b) Calcula IIE?M

t=5
Solucion
a) Para conocer el desplazamiento después de 5 segundos basta con evaluar
s(t)ent=5.

s(5) = 16(5) + (5)° = 105 metros



£ +161—s(5)
t=5

no estd definida para ¢ = 5, tenemos que recurrir a una factorizacion

elemental,

b) En este caso vamos a calcular lim ; pero como la funcién
15

s(1)-s(5) _ oo £ 1602105

lim Sustituyendo s(5) = 105
15 t—5 15 t—5
(r+21)(e-5) . ,
= lirrslT Factorizando ¢~ + 161 — 105
1! —

=11’rn(t+21)=5+21=26 m/s
x5

Observa que escribimos m/s porque en el numerador las unidades son metros
y en el denominador segundos. En realidad, obtuvimos la velocidad instanta-
nea para ¢ = 5 segundos.

. Economia. El costo en pesos de producir x unidades de cierto articulo es
C(x) = 0.5x” + x + 500. Encuentra

. C(x)-c(10)
a) El costo de producir 10 articulos. b) lir}% 70
xX—> X —

Solucion
a) Estamos buscando C(10), por tanto

C(10) = 0.5(10)> + 10 + 500 = 560 pesos

C(x)-c(10)

b) Calculemos ahora lim
x—10 x—10

Limites

Bloque 2

35
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C(x)=C(10) _ . 0.55" +x+500-560
x—10 x—=10 Xl_r)]r}) x—10

C0.5x*+x-60
=lim——
x—10 x—10

0.5(x2 +2x— 120)

= lim
x—10 x—10

_ 1im05(x—10)(x+12)
x—10 x—10

= lim (0.5)(x +12) = 0.5(10+12) = 11 pesos/unidad.

Este limite de 11 pesos/unidad se conoce como costo marginal cuando se
producen 10 articulos.

3. Ciencias sociales. El costo (en millones de ddlares) de un gobierno para com-
batir la corrupcion en x% estd modelado por la expresion

400x

C(x)= , 0<x<100
100 —x

a) Hallar el costo de combatir el 75 por ciento.
b) Hallar el limite de C(x) cuando x — 100".

Solucion
a) En este caso calculamos C(75)

400(75) . ,
( ) = m =1200 millones de dodlares

4
b) Deseamos encontrar lim 00x
x—-100" 100 — x

400x  400(99.99999)
- 100—x _ 100—99.99999

Autoevaluacion

1. Para una mejor comprension del concepto de limite, en el calculo se recurre
frecuentemente a los fractales. Los fractales son objetos demasiado irregula-
res para ser descritos en forma geométrica, cuya estructura basica, fragmen-
tada o irregular se repite a diferente escala.



Analicemos el siguiente experimento: El cuadrado de la figura de ense-
guida y las figuras sucesivas son réplicas de éste, solo que trazamos a partir
de los puntos medios de sus lados otros cuadrados a diferente escala, y au-
mentamos cada vez mas el numero de ellos.

Con relacion al experimento, seria pertinente contestar las siguientes
preguntas.

a) (Hacia donde tiende el valor del drea a, cuando el nimero de cuadrados
tiende al infinito (@, — oo)?

b)  (Cudl es el limite de la suma de las dreas @, +a, +a,+ --- +a_, cuando n
crece indefinidamente?

¢) (Cudl es el limite del valor de la diferencia |4 - (a,+a,+a+---+a) |
cuando 7 crece indefinidamente?

Limites

Bloque 2
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2. Observa con atencion la siguiente figura y contesta la pregunta que viene al
pie de ella.

;Se estd moviendo
esta imagen?

Para familiarizarte mas con este tema consulta: http://universos_fractales

Paradoja de Zenon de Aquiles y la tortuga. Refiere tal paradoja que Aquiles
—Illamado el de los pies ligeros— decide salir a competir una carrera contra una
tortuga. Como ¢l corre mucho mas rapido que la tortuga, y esta seguro de ganar,
la da una gran ventaja inicial. Al darse la salida, Aquiles estd en la posicion a,,
y la tortuga en la posicion ¢,. Cuando Aquiles llega a la posicion a, = ¢, la tor-
tuga ya no estd, pues avanzo mas lentamente hasta la posicion ,. Aquiles sigue
corriendo, pero al llegar a la posicion a, =1, la tortuga esta en #, y asi sucesiva-
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mente. De este modo, la pregunta obligada es: ;jAquiles podra en algun momento
ganar la carrera?

Evidencias de aprendizaje

Resuelve cada una de las situaciones propuestas a continuacion.

1. Geometria. En secciones pasadas vimos que la pendiente de la recta tangente
auna curva en un punto dado se podia calcular con la expresion:

e tim? 527 (4)
x—a xX—a

Calcula la pendiente de la recta tangente a la parabola y = 1 — x” en el punto
(1, 0). Traza la recta tangente.

/N

»
>
X

2. Fisica. Se lanza una pelota hacia el aire con una velocidad de 20 m/s, su
altura (en metros) después de ¢ segundos se expresa con h(t) = 20t — 5t
Encuentra:

a) Su altura cuando 7 = 2 segundos

b) 11'mM

m—— y su significado.
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h(t)

20 m/s T

3. Contaminacion. Un grupo de estudiantes de bachillerato encontrdé que el
costo (en pesos) de eliminar x% de la contaminacion del aire arrojada por un
complejo industrial, viene modelado por,

1
C(x) = 12000 < 100
100 —x
a) Halla el costo de eliminar un 90 por ciento.
b) Halla el limite C(x) cuando x — 100",

4. Economia. Una pequefia empresa ha encontrado que el costo (en pesos) de
producir x articulos es C(x) = 100 + 5x + x°. En relacién con esta ecuacion,
encuentra:

a) El costo de producir 10 articulos.
Clx)-C(10
. iy Cl1-Cl0)
x—10 x—10
¢) (Cual es la interpretacion del inciso (b)?

5. Biologia. El volumen de una célula en forma esférica crece en funcion de su

4
. ., 3 . .
radio  de acuerdo con la expresion V (r) = 3 7rr”, donde el radio se mide en

micrometros (1um = 10"° m). Halla:
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a) El volumen de la célula cuando = 5Sum, b) lim

Limites laterales

En situaciones donde se estudian los circuitos eléctricos, con frecuencia aparece
la funcion,

0 si <0
H(t):{l si 120

Esta funcion sirve para describir una corriente eléctrica que se hace circular
en el instante ¢ = 0 y se llama funcion de Heaviside. La grafica que le corresponde

es la siguiente:

y A

Xy

Lo que nos ensefia la gréafica es que cuando 7 tiende a 0, también H(t) se acer-
ca a 0 por la izquierda. Pero cuando ¢ se aproxima a 0 por la derecha la funcion
H(t) tiende a 1.

Simbdlicamente esta situacion la indicamos escribiendo:

imH(f)=0 y  limH(t)=1

10~ t—0"
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La pregunta obligada es: ;existe lim H (t)?

t—0

La respuesta es contundente, 1im H (t) no existe porque por la izquierda
=0

tiende a un valor y por la derecha a otro, para que exista, debe tender por ambos
lados hacia el mismo valor numérico.

Cuando escribimos ¢t — 0~ lo que significa es que los valores de ¢ estan a la
izquierda de cero, es decir ¢ < 0.

Cuando escribimos  — 07 lo que significa es que los valores de 7 estdn a la
derecha de cero, es decir t > 0.

Con esto concluimos que para exista el limite de una funcion f'(x) debe cum-
plirse lo siguiente:

Si  lim f(x) =L y lim f(x) =L  entonces lim f(x) =L

x—a x—a x—a

Ejemplos

1. Encuentra lim
x—2 X —

si es que existe.

Solucion

Observa la tabla, cuando x se aproxima a 2”7, f'(x) se aleja rdpidamente hacia el infinito negativo
y cuando x se aproxima a 2%, f(x) se aleja rapidamente hacia el infinito positivo. Es decir, la
funcién no tiende a un valor numérico de modo que:

lim no existe.

x—2 X —

Con la grafica de la figura 1 podemos verificar el resultado de la tabla.

: : yA !
x<1 — x>1 — i
x-2 x-2 1 i
Flx) =—— :
X—-2 |
1.9 -10 2.1 10 i .
T2 x
199 [-100 201|100 !
1.999 [ ~1000 2.001 | 1000 i

Figura 1

(Continua)
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(Continuacion)

2. En lafigura 2 se muestra la grafica de una funcion g(x). Obsérvala con atencion y utilizala para
encontrar los valores (si existen) de los siguientes limites.

a) limg(x) b) limg(x) vA
9 lims(s) D lime( \\j\o/
e) limg(x) £) limg(x) .
- o ol 1 2 3456 x
Figura 2
Solucion

En la grafica es facil ver que cuando x tiende a 3 por la izquierda g(x) tiende a 2, pero cuando x
tiende a 3 por la derecha g(x) lo hace hacia 4. Por lo tanto,

vy

a) limg(x)=2 y b) limg(x)=4

x—=3" x—3"

Como los limites de la funcion son diferentes cuando x tiende a 3 por la izquierda y por la
derecha, concluimos que,

1}(1{)131 g(x) no existe.

La gréfica nos ensefia que,

d) limg(x)=2.9 y ) limg(x)=29

x—6" x—6"

Como la funcién tiende al mismo valor cuando x tiende a 6 por la izquierda o por la derecha;
nos queda claro que,

h’mg(x) =29

x—6

Evidencias de aprendizaje

1. Dada la grafica de una funcion f'(x), obsérvala con atencion y utilizala para
encontrar los valores (si existen) de los siguientes limites.

a) lim f(x)=
by lim f(x)=

x—-2"



9 lim/f(x)=
4 lim 7(x)=
9 lim /(x)=
£ lim f(x)=
2. Completa la tabla y utiliza la grafica de la funcion f (x) =
conjeturar si existe 1xlgll f (x) Si no existe explica por qué.
x<1 . x>1 S
(x=1) (x=1)
0.9 1.1
0.99 1.01
0.999 1.001

3. Se dan las graficas de las funciones f(x):|x+l|,g(x)

h(x)z[l

x|

explica por qué.

y A

7
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YA
f(x)

b
4 °
3
2
1
0 1 2 3 4 5 X
1

> Dpara
(x-1)
.
! f(x)
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
! A
1 X ”

-1
= y

x—1

—] Encuentra los siguientes limites si existen. Si no los hay,

) ) |x - 1| (11
a) lim |x + 1| = b) lim = ¢) lim| ———|=
x—-1 -1 x—1 =0 x |x|
y A y A y A
f(x) g(x) h(x)
o—_
10 x; of 1 X 0 X
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4. Dados F(x) y su grafica, evalta y escribe el valor de cada uno de los siguien-
tes limites, si existen.

a) limF(x

x—1"

x—1*

)
b) lim F(x)
)

o) limF(x

x—=1

d) lim F(x

tim £
(

e) lim F(x

x—2"

)
)

) 11'mF(x)=

x—2

Vv A

x—=1 s x<l1 o

F(x)z x2 si l<x<2 ol at
6-x si x>2 /

‘xz—l

5. Dado f (x) = T evalua y escribe el valor de los siguientes limites, si
x —_—

existen. Traza su grafica.

a) lim f(x)= b) lim f(x)= o) limf(x)=

x—1" x—1"

YA

Xy
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Limites de funciones que se tienen que racionalizar

Ejemplos

-1
1. Encuentra lim ad
x—1 \/; _ 1

Solucién con aproximaciones numéricas

Cuando una funcion no esta definida para uno o mads valores, la manera
mas amigable de conocer si un limite existe es utilizar las tablas de aproxi-
macion numérica que hemos utilizado hasta ahora; existen casos excep-
cionales en que no nos conducen a la respuesta correcta pero éstos no los
trataremos aqui.

x<1 x>1
U = || Ux-a

0.9 1.948683 1.1 2.048809

0.99 1.994987 1.01 2.004988

0.999 | 1.999500 1.001 |2.000500

La tabla nos muestra claramente que lim

x—1

x—1 _s
x—1

Racionalizar. Proceso mediante el cual transformamos una fraccion que
tiene un numerador o denominador irracional en una fraccion equivalen-
te con numerador o denominador racional segiin convenga.

L_12 2

V2 22 2
Cuando la expresion que se va a racionalizar es un binomio, se multipli-
cay se divide por su conjugado.

=1  x-1[x+1 _(\‘\1)(\/;“):\/;“
bl

i1 Nr—1|x+1|

(Continua)
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(Continuacion)

Solucion analitica

Otra opcidn para encontrar lim ——— es racionalizar la funcion utilizando
r x—1 _
el algebra elemental. x—1

x—1

lim—=—=lim—— \/; *l
x—1 \/7 1 x—1 \/7 1 \/;‘I‘l

(x=1)(Vx+1)
! (J;)z P
. (Vx+1)

x—1 X —

=11’rr11(\ﬁ+1)=2

2. Encuentra lim———

=0 Jx+1-1

X X Vx+1+1
lim =1lim

=0 Jxp1-1 O x+1-1 Jx+1+1

. (x)(\/m + 1)
x—0 (\/ﬁ)2 _p

x)(\/x+1+1)
=lim
=0 x+1-1

\/mﬂ)

=lim

x=0

=1irr()1(\/0+1+1)=2



Evidencias de aprendizaje

Resuelve cada limite y escribe en la celda de la derecha si la igualdad es verdadera

Limites

Bloque 2

o falsa.

1 11'm\/;_2=l
=4 x—4 4
 Nx-2 1

2. lim =——
-2 x—=2 2\/5
x—0 X 2

4. lim 2

X
x—0 [l_x_l_

Limites de funciones trascendentes

Ejemplos

sen x

1. Encuentra lim
x—0 X

Solucion

., sen x
Queda claro que la funcion f (x) =
pero podemos construir una tabla para valores préximos a 0. Recuerda

que cuando calculemos senx, la calculadora debemos instalarla en la

modalidad de radianes.

no estd definida en x = 0,

47
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(Continuacion)

0 sen x 0 m
X< % X> %
-0.1 0.99833417 | 0.1 0.99833417
—0.01 0.99998333 | 0.01 0.99998333
—0.001 0.99999983 | 0.001 |0.99999983

y

1

0 X g

f(x) = Sexﬁ

cn x

. , S ,
Podemos conjeturar entonces que lim =1. Observa la grafica.
x—0

cos2x  ,
+x° .
100
Solucion

Podemos construir una tabla como lo hemos hecho anteriormente, sin
embargo, es facil darse cuenta que al evaluar la funcion directamente
en x = 0 queda perfectamente definido el limite buscado.

lim(%+x2j:f(0):M+(O)z =L +0=0001
~0{ 1000 1000 1000

X

x—0

Encuentra h’m(

Calculo de limites utilizando las leyes de los limites

Hasta ahora hemos utilizado las tablas, las gréaficas y las calculadoras para calcu-
lar los limites de las funciones; sin embargo, estos métodos no siempre conducen
a la respuesta correcta. También vimos en algunos casos que el calculo de limites
se puede hacer de manera analitica utilizando el algebra elemental; para tal caso

considera las siguientes reglas basicas de los limites.
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Leyes de los limites

Suponemos que c es constante y que existen los limites

limf(x) y  limg(x)

X—a xX—a

1 lim f(x)= /(a) 2. lim[¢f (x)]=clim /(x)
3. dim[ () £g(x)]=tim /(x)lime(x) 4 tim(x) - g(x)]=tlims(x) - limg(x)

I
5. lim f(x) =X1_I’I;‘lf<x) si limg(x);to
x—a g(x) h’mg(x) x—a

x—a

En el lenguaje cotidiano las leyes anteriores pueden expresarse como sigue:

1. Ellimite de f(x) cuando x tiende hacia a es f(a) .

2. Ellimite de una constante multiplicada por una funcién es la constante
multiplicada por el limite de la funcion.

3. El limite de suma o la diferencia es la suma o diferencia de los
limites.

4. El limite del producto es el producto de los limites.

5. El limite del cociente es el cociente de los limites.

Ejemplos

Evalua los siguientes limites.

1. Encuentra h’m(2x3 —3x- 5) .

x=3
Solucion
1}33(2;8 —3r-5)= 1&;(%3 )- lim(3x)-1im(5)  Utilizando la ley 3.
= 21)(1’£r31(x3)—31x1'£r31(x)—1x1'g31(5) Utilizando la ley 2.

= 2(3)3 - 3(3) -5=40 Utilizando la ley 1.

(Continua)
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(Continuacion)
2. Encuentra lim
x5

Solucion

4-2vex_lin(4)-2lim(x)+lim(’)

4-2x+x*

3x—1

x5

3x—1

4—2(5)+(5)2 19

Utilizando las leyes 5,

3lim(x) — lim (1) 3y2.

Utilizando la ley 1.

3(5)-(1) 16
Evidencias de aprendizaje
1—
1. Completa la tabla y utiliza la grafica para conjeturar lin(} cosx
X! X
1 1 "1
= CO0S X = CO0S X -
x<0 | 288X\ 45 | 1ZGOSX _1-cosx
X X X
/)\ >
-0.1 0.1 0 g
—-0.01 0.01
—0.001 0.001
1
Completa la tabla y utiliza la gréafica para conjeturar h'n(}(l + x)x .
3 3
x<0 (14 x) x>0 | (14x)x
—-0.01 0.01
—0.0001 0.0001
—0.000001 0.000001 0 X




. . ,
3. Completa la tabla y utiliza la grafica para conjeturar 11rr01

tan x tan x
x<0 —_— x>0 —_—
X X
-0.1 0.1
-0.01 0.01
—0.001 0.001

4. Calcula los siguientes limites haciendo uso de las leyes de los limites y escri-

be el resultado en las celdas de la columna derecha.

Limites Bloque 2
an x
X
v/ tan x
L &4 X
0 X

51

a) lxi_r}}(3—2x+x3):

b) lim 9—x* =

c¢) li

x—0

32 —2x+1
m———=
x—2

d) lim

x—3

(x+1)(x-1)=

e) lim

x—0

X+

2x
100 |

x—0

f) lim

X+

2x
100 )~
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5. Dados los limites

lim £ (x)=2

X—a

lim h(x)=0

xX—a

Encuentra los limites que existan. Si el limite no existe explica por qué.

a) lim

X—a

[/(x)+h(x)]=

b) lim3} g(x) =

x—a

0 S o me)
o tim[ /(x)-h(x)]= P

X—a

Continuidad

En matematicas, el término continuidad significa lo mismo que en el lenguaje
cotidiano. Decir que una funcion f'es continua en x = a debe entenderse como que
su grafica no sufre interrupcion en a, que no se rompe ni tiene saltos o huecos.
Por ejemplo, en la figura 1 se muestran 3 valores de x en los que la funcion no

es continua.

En los demas puntos del intervalo (4, B) la grafica no se interrumpe y deci-
mos que la funcion es continua en ellos. Para que una funcioén sea continua en

X = a se requieren tres cosas:
Y 4
1. f(a) esta definido.

2. lim /(x) existe.

X—a

3. limf(x)=f(a).

x—a

Continuidad en un intervalo:

A

f(x) no esta definido

/

f(x) tiene un salto

é
lei'r; f(x) = f(a)

Una funcion fes continua en un
intervalo (4, B) si es continua
en todo niimero del intervalo.

>

x Y

o PR

Figura 1



Limites

Ejemplo

1. Determina si cada una de las siguientes funciones son continuas; en
caso contrario escribe los puntos de discontinuidad.

a9 7 (x):);—_ll
1
b) g(x)zx—2
o glx)=[x]
Solucion

2

a) Esobvio que la funcion f (x) e —1 no esta definidaen x = 1.
x —

b) La funcion no estd definida en x = 0 y, ademds, lim— no existe.

x—0 x

¢) La funcion mayor entero & (x ) = [[x ]] tiene discontinuidades en
todos los enteros ya que lim [[x]] no existe si z es un entero.

En la figura 2 se muestran las graficas del ejemplo anterior para corro-
borar las afirmaciones de discontinuidad.

y A yl\
f(X) g(X)
0 1T 2 3 x 0 1 2 3 x
Yy A
h(x) —O
o——0
o—0
——0
— 5
0 1 2 3 4 X

Figura 2

Bloque 2
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Evidencias de aprendizaje

Utiliza la grafica y escribe los puntos de discontinuidad, si los hay, en el domi-

1.
nio de cada funcion.
1 - xz xz - 1 2
a) f(x)z . b) g(x)z 1 ) g(x)— 9—x
YA YA y A
f(x) glx) hix)
0 ; —1i 0 / X _3 0 3 x'
1
:
2. Determina si cada funcidn es continua; en caso contrario indica en qué punto
son discontinuas. Dibuja su grafica.

1—x? 1 |x|

a x)= b X)=—— c =11

) )= ) el b osl)=

y A y A y A
0 x 0 X 0 X

3. En un lote de estacionamiento se cobran $30 por la primera hora (o frac-
cion) y $15 por cada hora (o fraccion) subsiguiente, hasta un maximo de $90.



Limites

Grafica el costo de estacionar un automévil, como funcién del tiempo que

permanezca aqui.

Costo
A

90
60

30

>

Tiemp'o

4. Con ayuda de la grafica adjunta determina cada uno de los limites pedidos

para £ (x) =
o lin /()=
o lim7lx)=
0 lim/(x)=

y A
f(x)

Y

5. Explica cuales de las condiciones de continuidad no se cumplen en la funcion

S

flx)= {i_xz

para x# -1

para x=-1

f(x)

£\

Y

[T\

Bloque 2
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Limites que comprenden el infinito

Limites infinitos
En esta seccion vamos a estudiar como se comportan las funciones en puntos
donde no estan definidas y que sus graficas tienden a parecerse a rectas verticales

u horizontales (asintotas).
2

cuando x tiende a 0, es

Por ejemplo, si investigamos la funcion y =
evidente que el limite en ese punto no existe. Observa la tabla y la grafica.

2

lim no existe
x—0 X
2 2 y“
1-x 1-x
x<0 x>0
X X
-0.1 -9.99 0.1 9.99 >
0 X
-0.01 -99.99 0.01 99.99
—0.001 -999.999 0.001 |999.999
En la grafica se puede apreciar que,
1= 1=
lim = —o0 y que lim = +oo
=00 X =0 X

En general, cuando ocurre este tipo de comportamiento, podemos usar la
notacion,
1-x°

lim =o0
x—0 X

para indicar que el limite no existe.

1
Ejemplo. Encuentra lin&—z. Traza la grafica.
Red X

Solucion
Por la forma de la expresion es facil concluir que este limite no existe.

Escribimos entonces



Asintotas verticales

Una recta vertical x = a se llama asintota vertical de la funcion y = (x) si ocurre
cualquiera de las siguientes situaciones.

y‘\ y‘\

\4
\

0 X 0 X
X=a X=a
a) lim f(x)=co b) lim f(x)=co
y A y A
\\ e Xa/
0 X; 0 x;
¢) lim f(x)=—eo d) lim f(x) =

x—a x—a"

Limites

Bloque 2
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Ejemplos

1. Encuentra lim(ln x)

x—=0

Solucion
La grafica de y = In x nos muestra que cuando x — 0

lim(lnx)z—oo.

x—0"
Por tanto, el eje y es una asintota vertical.

y A

y=Inx

Y

2. Encuentra lim (tanx)
x—)(ﬂ/2)+

Solucion +
i T
La grafica de y = tan x nos muestra que cuando x — [E]

x—l)(l‘;l;l;lZ ; (tan x) = —oo

T , .
Por tanto, la recta x = 3 es una asintota vertical.

y A

\

0 @2 X
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Evidencias de aprendizaje

L i lim f(x) =0, 4qué significa x =22

2. Siy=f(x), cuya grafica se ilustra, calcula los siguientes limites, y si hay
asintotas verticales escribe sus ecuaciones.

o tins(x)=
b lim/(x)= [\~
) ur]lgf(x):

3. Encuentra los siguientes limites y para comprobar tus resultados grafica en
computadora la funcion.

1 1
li = by i =
a) XEEXS—l ) xg{}x3—1
4. Encuentra los siguientes limites.
1 -1
a) lim 7= b) lim .
x-l (x—l) 52 x(x_z)
¢) limescx = d) lim(x—3):
X x—3"

Limites en el infinito

En la seccion anterior vimos que en los limites infinitos la y se hacia muy grande,
positiva o negativa segun fuese la tendencia de la funcion. Ahora permitamos
que x se vuelva grande a nuestro arbitrio (positiva o negativa) e investiguemos qué
le ocurre a y.
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Comencemos explorando con el comportamiento de la funcion f'(x) definida
por la expresion,
4x* +5x
X|=———
f( ) 2x* +1

Latabla y la grafica de la figura siguiente nos muestran que cuando x se hace
arbitrariamente grande la funcion tiende a parecerse a la recta y = 2.

X Ax* +5x YA

2x% +1 y=2 /\

+10 2.23880 \

+100 2.02489

d
<y

+1000 2.00249

El experimento nos muestra que conforme x crece mas y mas, los valores de
la funcion se aproximan cada vez mas a 2. Podemos escribir entonces,

4x% +5x B
x> Dy 4]

Si generalizamos un experimento como el anterior, podemos utilizar el
simbolo,

h'mf(x)z L

x—o0

para indicar que los valores de f(x) tienden a L conforme x se hace muy
grande.
Es pertinente aclarar que el simbolo oo no representa un nimero y sin embar-

go con frecuencia la expresion lim f (x) =L se lee como:
X—ro0

“El limite de f'(x), cuando x tiende al infinito, es L”.

Asintotas horizontales

Se llama asintota horizontal a la curva y = f(x) la recta y = L si ocurre alguno
de los siguientes limites:

lim f(x)=L 0 lim f(x)=L

X— —oo x> o0



Limites Bloque 2

Las siguientes ilustraciones geométricas muestran la definicion anterior.

YA YA
y=L N
\
\ /\v y=L
\J X X

Ejemplos

1. Encuentra los limites infinitos, los limites en el infinito y las asintotas
para la funcion de la grafica.

Solucion VA
Es evidente que cuando x — —1
por ambos lados, f(x) se hace muy
grande; entonces,
li =oo >
Jim 7(+) 0 ]
Cuando x — 2, entonces f(x) de-
crece mucho, lo que significa que,
lim /()= =
Concluimos pues, que las dos rectas x = —1 y x = 2 son asintotas
verticales.
Cuando x crece mucho hacia ambos lados, f(x) tiende a 2. Asi
entonces,

lim f(x)=2

X—> oo

Esto significa que y = 2 es una asintota horizontal.

s i . . r 1
2. Una funcion muy comin que ilustra los ejes como asintotas es y = —,
x

. , 1
dado que si calculamos hn(}— por ambos lados de 0, lo que tenemos es,
X x

.1 .1
lim — = —c0 y lim — =0
-0 X - 0" X
(Continua)
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(Continuacion)

L , 1
También si exploramos lim—, vamos y A
xX—>o0
a encontrar que, *

1 1
lim —=0 y lim—=0

X = X X0 X

Este ejemplo nos muestra que tanto el
eje x como el eje y, son asintotas hori-
zontal y vertical respectivamente.

5x*+x=3

Evalua lim B .
+2x—-1

X 3y
Solucion
Para evaluar el limite en el infinito de una funcion racional, hay que
dividir cada término del numerador como del denominador entre la
mayor potencia de x que se halla en el denominador. El razonamiento
es logico ya que un denominador muy grande en una fraccion, hace
que el cociente tienda a cero.
5 x 3
; 5x° +x-3 _ i 22 2
==3x? +2x -1 ==3x* 2x 1

5+l—i2
=lim—X X
xX—>e0 +%_i
x  x?
3
5+1—i2 5+;_( )2
=lim—X X —
x>0 2 1 2 1
540-0 5

m =—
==34+0-0 3



Limites Bloque 2 63

4. Demuestra que la funcion natural y = e* tiene como asintota el eje x.
Solucion

A partir de la grafica y unas cuantas operaciones basicas podemos con-
cluir lo siguiente:

lim ef=e”=—=0
X—yoo e

Por lo tanto, x es una asintota horizontal.

y A

_/

*y

Evidencias de aprendizaje
1. Si h'mf(x) =—-1, ;qué significa y =—1?

2. a) Dadala grafica de y = f(x), (se puede intersecar con una asintota?
b) Considera la grafica de y = f'(x) para encontrar los siguientes limites.

: - : — YA
lim £ (x) = lim /()=
lim f(x)= lim f(x)=
lim £ (x) lim /(x)
lim f(x)= 0 x
X—>+oo
¢) Escribe las ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales.
X = X =
y= y=

d) Traza con color azul todas las asintotas.
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3. Encuentra los siguientes limites.

3_
x—1 by lim 5x” —3x

a) lim — — -
== 2y  —x% +3

e x? —2x 43

2 3
- -1
lm = @) lim-—
3-2x-5x x =1

4. Correlaciona los incisos de cada ecuacion con la grafica correspondiente.

1 X X 1
a y=-— by y=—— oo y=5 d) y= >
x x—1 x' =1 (x—l)
y A y A
o 1 x 0 x
() (O
Y A yl\
— > >
0 1 X 0 X




Limites

Reflexion. En la teoria de la relatividad, la masa de una particula con veloci-
dad ves:

Donde m, es la masa en reposo de la particula y ¢ es la velocidad de la luz.
(Qué sucede cuando v — ¢?

Bloque 2
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 2

Considera tu desempefio como estudiante y anota la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en el cuadro el nimero correspondiente.

@ 0 Nunca @ 5 Algunas veces @10 Siempre

COMPETENCIAS A DESARROLLAR

(Al finalizar el bloque adquiriste las competencias que te permiten:

* interpretar graficas de funciones continuas y discontinuas
analizando el dominio y argumentando el comportamiento
grafico de la variable dependiente y los puntos de discontinuidad?

e explicar e interpretar los valores de una tabla, calcular valores
cercanos a un niimero y analizar el comportamiento de la variable
dependiente en problemas de tu entorno social, econémico y natural?

e explicar e interpretar diferentes representaciones graficas y
determinar limites que tienden a infinito positivo o negativo, a
cero, limites laterales por la izquierda y por la derecha, y limites
finitos de los objetos naturales que te rodean?

* argumentar la solucion obtenida de un problema econémico,
administrativo, natural o social, mediante la teoria de limites?

¢ valorar el uso de las TICs en el modelado grafico y algebraico
de los limites para facilitar su interpretacion y simulacion en la
resolucion de problemas presentes en tu contexto?

¢ formular y resolver problemas, a partir del calculo del dominio y
contradominio de las funciones algebraicas para determinar sus
limites, demostrando su habilidad en la resolucion de problemas
algebraicos?

¢ determinar limites para funciones racionales, exponenciales,
(exponente entero, fraccionario y negativo), logaritmicas y
trigonomeétricas?

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

(Al finalizar el bloque desarrollaste actividades que te permiten

e explicar el concepto de limite y hacer una puesta en comun en
hojas de rotafolio, retroalimentar entre tus compaferos/as el
trabajo sobre las concepciones obtenidas individualmente y asi
obtener una conclusion grupal?




* comentar y analizar en pares la paradoja de Zenon “Aquiles y
la tortuga” y explicar mediante una recta numérica la distancia
recorrida por la Tortuga y por Aquiles, destacando la importancia
que tiene el realizar correctamente la interpretacion grafica y su
uso en situaciones reales?

* investigar en diferentes paginas de Internet informacion sobre el
concepto y aplicacion de limites, seleccionar algunas lecturas y
realizar un ensayo sobre su importancia e impacto que a la fecha
tienen?

* trazar o esbozar funciones a partir de sus limites en lapiz y papel,
comentar en pares las graficas obtenidas y su interpretacion?

* claborar conclusiones sobre aprendizajes logrados en las graficas
de funciones con algin Software Derive?

* explicar e interpretar diferentes representaciones graficas y
determinar limites que tienden a infinito positivo o negativo, a
cero, limites laterales por la izquierda y por la derecha, limites
finitos de los objetos naturales que te rodean?

e aplicar, calcular y resolver problemas de limites que involucren
funciones trigonométricas a partir de presentaciones en
PowerPoint destacando su aplicacion e importancia en cualquier
situacion cotidiana y proporcionar ejemplos de situaciones reales?

* mencionar opiniones sobre los desempefios que lograste durante
el bloque, destacando las ventajas que tienen la informacion que
se desarrollo durante el bloque en tu vida cotidiana?

CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas
y multiplica por 0.67. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes
categorias:

Menos de 59 60 a 69 70a79 80 a 89 90 a 100

Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Para autoevaluarte con respecto a las actitudes y los valores, reflexiona sobre el
valor que agregaste a tu formacion educativa, desarrollo personal e interaccion
con los demas y con el tema.

Limites

Bloque 2
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Razones de cambio
y sus aplicaciones

Desempeiios del estudiante al concluir el bloque

* Calculas e interpretas el valor representativo de un cambio de posicion
econdmico, social o quimico en funcién del tiempo, mediante la resolu-
cion de problemas de laboratorio fisico-quimico o en el contexto real.

*  Comparas los diferentes procesos algebraicos que determinan una razon
de cambio, mediante el analisis de casos relacionados con la produccion
agricola, velocidad instantanea y la produccion industrial existentes en el
entorno cotidiano.

* Analizas y resuelves problemas matematicos que modelan razones de
cambio para cuantificar el cambio fisico, quimico, bioldgico, econémico,
entre otros, después de transcurrido un tiempo.

Objetos de aprendizaje

e El cambio a través del tiempo.

*  Procesos para determinar el cambio.

e La variacion de una cantidad en el tiempo.

* Lavelocidad, la rapidez y la aceleracion de un movil en un periodo.



Competencias a desarrollar

En este bloque el estudiante

Analiza la produccion de una empresa en un determinado tiempo e in-
terpreta la produccion promedio, su maxima y minima produccion, para
obtener la razon de cambio promedio.

Valora el uso de las TIC's en el modelado y simulacion de situaciones
problematicas de razon de cambio, en la interpretacion de su valor a través
del tiempo en problemas de produccion industrial, de fisica y de quimica.
Interpreta y cuantifica a través de modelos matematicos, graficas y tablas
fendmenos fisicos relativos a la variacion de la velocidad, la velocidad
promedio y la velocidad de un movil en cualquier instante y como ésta
varia a través del tiempo.

Interpreta la razén de cambio como la pendiente de una pareja de puntos
localizados en el plano cartesiano o como la pendiente de la recta secante
en la resolucion de problemas de fisica en situaciones del entorno.
Argumenta e interpreta la razon de cambio como un limite, obtiene su re-
presentacion algebraica y como consecuencia reconoce a este limite como
la derivada de la funcién en resolucion de problemas de su entorno.
Resuelve grafica y algebraicamente derivadas para resolver problemas de
fisica, quimica, ciencias naturales, sociales, economicos, administrativos
y financieros dentro de su &mbito inmediato.

Interpreta, analiza y argumenta que la segunda derivada de una funcion es
igual a la aceleracion de un movil en la resolucion de problemas de fisica
en el contexto de su vida cotidiana.

Estrategias de ensefanza

Genere una lluvia de ideas que dé como resultado los diversos fenome-
nos fisicos, naturales, quimicos, econdmicos que cambian a través del
tiempo.

Organice al grupo en cuartetos para que investiguen en su entorno, sobre
los productos agricolas que se producen y el rendimiento de las cosechas
en los ultimos 15 afios.

Proponga situaciones similares a la anterior en el campo administrativo,
econdmico, natural y social para que apliquen el concepto de razén de
cambio y razén de cambio promedio.
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Elabore practicas de campo, en las que se experimente el movimiento rec-
tilineo uniformemente acelerado, tiro vertical, tiro parabdlico, caida libre
y movimiento circular, para calcular la velocidad instantanea, la acelera-
cion y la velocidad promedio.

Simule el movimiento de objetos en algun software derive, geoGebra, graph,
matlab, entre otros para calcular velocidad instantanea, promedio y acele-
racion.

Proponga lecturas y ejercicios interactivos en Internet.

Estrategias de aprendizaje

Interactuas con los elementos de tu entorno que sufren alguna modifica-
cion a través del tiempo y enlistas sus caracteristicas y consecuencias an-
tes y después del cambio, aporta tu opinion al respecto.

Analizas las investigaciones sobre producciones agricolas e identificas el
aflo de mayor produccion, el de menor produccion, calculas la produccion
promedio y emites una conclusion que socializas en el grupo.

Analizas, interpretas y argumentas la razéon de cambio promedio en in-
versiones a interés simple y compuesto, en la produccion de acero, en la
cantidad de contaminantes en la atmoésfera, la cantidad de basura que se
genera en una ciudad o en tu colonia, en el calentamiento global, en el
numero de artesanias que se venden en un determinado tiempo, entre otras
situaciones de tu entorno.

Realizas pequefios experimentos lanzando una pelota al aire, mides el
tiempo y la distancia recorrida, describes el cambio de la velocidad y la
distancia recorrida por la pelota en pequefios intervalos de tiempo y en
un tiempo determinado. Estableces el modelo matematico que describe el
movimiento.

Seleccionas un software para resolver problemas econémicos, administra-
tivos, naturales, sociales, de produccion agricola e industrial, representas
la solucion mediante gréficas, tablas, aritmética y algebraicamente, expli-
cas la razén de cambio, razoén de cambio promedio, velocidad instantanea
y aceleracion.

Interpretas a la derivada como la recta tangente a la curva en la resolucion
de problemas cotidianos.

Realizas lecturas y resuelves ejercicios en las paginas:

http://www.acienciasgalilei.com/mat/graf-func0.htm#max-min
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales_didacticos/
Optimizacion_de funciones/optimizacion.htm
http://www.monografias.com/trabajos32/matematica_en_movimiento/
http://www.fisem.org/descargas/8/Union_008 003.pdf
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http://html.rincondelvago.com/razon-de-cambio.html
http://www.mat.uson.mx/~jldiaz/Unidad4.2-Razon_Cambio.html
http://dieumsnh.qtb.umich.mx/DIFERENCIAL/historia.htm

* Realizas en equipo una presentacion en PowerPoint y socializas los
desempenos que lograron a partir de las competencias desarrolladas du-
rante el bloque.

Desarrolla tus competencias

Se coloca una bebida tibia en un refrigerador. La siguiente ilustracion muestra 3
graficas de la temperatura en funcion del tiempo.

a) Reflexiona e identifica la grafica que corresponde a la razon de cambio de la
temperatura con respecto del tiempo segln el experimento en mencion.

b) (Larazon de cambio inicial de la temperatura es mayor o menor que la razon
de cambio después de una hora?

Temperatura (en °C) Temperatura (en °C) Temperatura (en °C)

Tiempo (en horas) Tiempo (en horas) Tiempo (en horas)

Secuencia didactica

» Si es necesario, realiza el experimento utilizando un termdmetro para regis-
trar las temperaturas por lo menos cada 15 minutos; después traza una grafica
de tus observaciones.

* Recuerda que una razén de cambio es la division del cambio de ordenadas ()
al cambio de las abscisas (x); es decir, es una pendiente.

Trabajo de investigacion

* Consulta en la red acerca del calentamiento global.
» ;Como afecta el calentamiento global a la naturaleza?
» ;Es posible revertir el calentamiento global?
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* Comenta con tu maestro si se puede desarrollar un modelo matematico que

describa la razén del deterioro que sufrird el planeta si no logramos controlar
el ritmo del calentamiento global.

Razones de cambio

En secciones anteriores estudiamos ya las razones de cambio a partir de tangen-
tes y velocidades basadas practicamente en tablas y evidencias numéricas. Ahora
volveremos a resolver situaciones donde se presentan dichas razones de cambio
pero estardn potenciadas con el concepto de limite. Empezaremos de nuevo con
la definicion de tangente, ya que es el antecedente inmediato para comprender la
definicion de derivada.

Proceso para determinar el cambio (tangentes)

Recordemos que si tenemos una curva que tiene por ecuacion y = f(x) y queremos

hallar la tangente en un punto dado P(a, f(a)), debemos considerar otro punto

cualquiera de la curva QO(x, f'(x)) y calcular la pendiente de la recta secante PQ.
f(x)-1(a)

=" para X#a

rPo X—a

Enseguida, hacemos que x tienda hacia a para que Q se aproxime a P a lo lar-
go de la curva. Cuando esto ocurre, entonces la pendiente m pp de la recta secante
tiende a la pendiente m de la recta tangente como limite y definimos la recta que
pasa por P con pendiente 7 como:

Recta tangente. Recta que pasa por el punto P(a, f(a)) de la curva y = f(x) y cuya pen-
diente es el limite

m=lim
x—a x —_ a
Y A Y A
Recta
secante 1
Q(x,f(x)) 0
1 Recta
f(x)-f(a) 9 tangente
/2
I |
I |
0 ! A A -
0 a X X 0 X
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Si acercamos con un zoom el punto de tangencia P de una curva con la recta
que pasa por ¢l, lo que vemos es que en esta posicion es donde la curva se parece
mas a la recta.

Una forma mas facil y amigable de expresar la pendiente de la recta tangente
a una curva es hacer las siguientes transformaciones. Sea,

h=x-—a
Entonces, x=a+h

Si sustituimos estos valores en la pendiente de la recta secante PQ tenemos,

_fla+h)-1(a)

PO h

Luego, en la expresion x = a + &, cuando x — a, entonces & — 0, de manera

y . _fx)-1(a)

que la expresion para la pendiente de la recta tangente m = lim—————,
xX—a xXxX—a
queda asi:
a+h)-fla
m= h'rn—f( ) f( )
h—0
Ejemplos

1. Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la parabola y =2 — x7, en
el punto P(1,1).

Solucion
Aqui tenemos que a = 1 y £ (x) =2 — x°, asi que la pendiente de la recta
tangente es:

m=lim =lim
=0 =0 h
2—(1+2h+h2)—(1) 2 1=2h—W -1
= lim = lim
h—0 h h—0 h

(Continua)
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(Continuacion)

m=-2
Con la pendiente m =—2, el punto de la cur- yA
va P(1,1), podemos encontrar la ecuacion
de la recta tangente,
y—1==2(x-1) /

<y

y—1=-2x+2 0
Simplificando

eigualandoacero 2x+y—-3=0

La grafica muestra la pardbola y su tangen-
te en P(1,1).

. 1
2. Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la curva y=—, en el

1
unto P| 2, —

Solucion

Sea f (x) = xiz’ asi que la pendiente de la recta tangente en P[Z, %J es

1
mzlim—f(2+h)_f(2)=lim—(2+h)2 >
) h 70 h

2-(2+h)  4-(4+4h+i?)
o (2)(2+n) _ . 4(2+h)
h—0 h h—0

4=d4—dh-n _ W(—4-h) L A-h 4

= an(2+n) 4)'%(2+h)2_h_’°4(2+h)2 16

m=——
4

. 1 1
Con la pendiente m = e el punto de la curva P[2, Zj, podemos

encontrar la ecuacion de la recta tangente,
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1 1
il

Multiplicando por 4, 4y-1=—(x-2)
Simplificando e igualando a cero, x+4y-3=0

1
La grafica muestra la curva y su tangente en P(2,Z]

yA

<y

Evidencias de aprendizaje

1. a) Dada la grafica de una funciéon y = f'(x), encuentra una expre-
sion para la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos
PQ.f(2)y O,/ (x)).

b) Escribe una expresion para la pendiente de la recta tangente en
P.

a) Secante

b) Tangente

2. a) Encuentra la pendiente de la recta tangente a la parabola
y=x"—2x, en el punto P(3,3).
b) Encuentra la ecuacion de la recta tangente del inciso a). Dibuja la
recta tangente.

Y 4 Tangente
Secante
0
P
X'
y A
x
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3. a) Encuentra la pendiente de la recta tangente a la curva y = x°, en el punto
P(1,1).
b) Encuentra la ecuacion de la recta tangente del inciso a).
c¢) Completa la tabla para graficar la curva y la recta tangente en el punto
P(1,1).

Xy

1.75

4. Indicay realiza las operaciones necesarias para completar las columnas de la
siguiente tabla y asi encontrar la ecuacion de la recta tangente a la curva, en

el punto dado.

_ fla+h)-1(a) Ecuacion de la recta

Curva Punto m= %T o
y=vx (1,1

1 1
g -3

1

y=2= (1.2)

X

La velocidad como razon de cambio

Otra razoén de cambio fundamental en el descubrimiento del calculo diferencial
es el limite del valor de las velocidades promedio medidas en periodos cada vez
mas cortos de un objeto en movimiento.

Si un objeto se mueve en linea recta, la ecuaciéon del movimiento que des-
cribe es s = f(¢); donde s es el desplazamiento desde el punto de partida, en el

instante ¢.
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Veamos como es esto; en el intervalo de t = ¢ hasta ¢t = a + &, el cambio de

posicion es f(a + h) — f(a) (ver figura). La velocidad promedio por definicion es:

desplazamiento _ / (a + h)— f (a)
tiempo B h

velocidad promedio =

que es lo mismo que la pendiente de la secante PQ de la curva que vimos en la
seccion anterior.

| S= f(t) |

Cuando hacemos los calculos de la velocidad promedio en periodos cada
vez mas cortos, es lo mismo que hacer que 4 tienda a 0 y lo que obtenemos es
la velocidad instantdnea, v, en el instante t = a como limite de las velocidades
promedio:

v =lim
h—0

fla+h)-f(a)
h

Es decir, la velocidad en el instante ¢ = a es igual a la pendiente de la recta
tangente en el punto P de la curva de posicion de un objeto en movimiento.

Ejemplos

1. Usa la grafica de la funcion de posicion de un movil para contestar las
siguientes preguntas:

a) (Cudl es la velocidad inicial del movil?

b) (Doénde es mayor la velocidad, en B o en C?

¢) Describe donde aceleraba o desaceleraba el mévil, jen 4, By C?
d) (Qué pasoentre Dy E?

y A

Xy

(Continua)
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(Continuacion)

Solucion

a) Lavelocidad inicial es cero.

b) La pendiente de la tangente es mayor en C que en B, por tanto la
velocidad es mayor en C.

¢) EnAy Cacelerd, en B desacelerd.

d) Elmovil se detuvo (la pendiente es cero).

2. La tabla anexa muestra la poblacion P (en miles) de una poblacion de
una ciudad, desde el afio 1990 hasta el afio 2000.

Ao 1990 1992 1994 1996 1998 2000
P 592 612 625 630 715 735
a) Encuentra la razén promedio de crecimiento incluyendo las uni-
dades.
e De 1992 a 1998
* De 1996 a 1998
* De 1998 a 2000
b) Promedia dos razones promedio de cambio para estimar la razon
instantanea de crecimiento en 1998.
¢) Estima la razon instantanea de crecimiento en 1998 midiendo la
pendiente de la tangente en ese afio.
Solucion
a)

* Razdén promedio de crecimiento de 1992 a 1998

_715-612 = 103 ~17.17 miles de personas/afo.
1998-1992 6

* Razoén promedio de crecimiento de 1996 a 1998

_715-680 _35_ 17.5 miles de personas/afio.
1998-1996 2

e Razdén promedio de crecimiento de 1998 a 2000

735-715 20 . N
———————=—=10 mil personas/afio.
2000-1998 2
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b) Para obtener la razén instantanea de crecimiento poblacional de
1998 promediamos los periodos 1996 a 1998 con 1998 a 2000.

17.5+10 =13.75 mil personas por aio.

¢) En la grafica posicionamos los datos de la tabla y trazamos una
curva suave que se aproxime al comportamiento de la poblacion.
Luego trazamos una recta tangente en el punto que corresponde
al afio 1998 y, medimos los lados del tridngulo rectangulo en gris
para estimar la pendiente de la recta tangente.

m=§z13.75
4

Poblacion (en miles)

750A
M55
700 = : 4
600
500
1990 1992 1994 1996 1998 2000

Ano

La distancia (en metros) recorrida por un objeto desde un punto esta
dada por s(t) = £°.

a) (Cuadl es la velocidad promedio del objeto entre t =2 y ¢t =4?
b) Calcula la velocidad instantanea en el tiempo ¢ = 3.

4

J s(4)-s(2) N

“1 ~1
s(2) s(4)

(Continua)
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(Continuacion)

Solucion
a) Utilizamos la ecuacion s(t) = ¢* para calcular la velocidad pro-
medio:

_s(4)=s() _#-2

v = =6 m/s
prom 4 2 2

b) La velocidad instantanea en ¢ =3 es:

s(3+h)-s(3)  (3+h) (3

v(3) =1lim =1lim
h—0 h h—0

. 9+6h+h -9

=1m-—
h—0

Evidencias de aprendizaje

1. La grafica muestra como varia la posicion de un automovil; utilizala para
contestar las siguientes preguntas.

a) (El automovil viajaba mas rdpido en Q o en R?
b) Describe los puntos donde aument6 la velocidad y donde la disminuy6.

s A

Y
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Se lanza una pelota hacia el aire con una velocidad de 64 pies/s; la altura
que alcanza (en pies) de acuerdo con la ecuacion del movimiento vertical
es s(t) = 64 — 16¢%, donde ¢ es el tiempo en segundos. Utiliza la expresion

s(3+h)—s(3)

v(t) = 1hlr13 para calcular la velocidad instantanea cuando ¢ = 3
—>!
segundos.

s(t)

El desplazamiento en (metros) de una particula que se mueve en linea recta
viene dado por la expresion s = ¢* — 3¢, donde ¢ se mide en segundos.

a) Encuentra las velocidades promedio durante los siguientes intervalos:
[2,4]y[2.5,4.5]
b) Encuentra la velocidad instantdnea cuando ¢ = 4.

t=2 t=45

La siguiente tabla muestra el porcentaje de la poblacion de cierto pais que
vive en areas urbanas como una funcion del afio.

Ao 1930 1940 1950 1960 1970 1980

% 52 55 61 70 72 75

a) Determina la razon promedio de cambio de porcentaje de la poblacion
que vivia en las areas urbanas entre 1940 y 1970.

Bloque 3
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b) Calcula la razén de cambio instantanea de esta funcion en el afio 1960,
trazando una curva suave y aproximando la recta tangente en este afio.

Porcentaje

A
80

70
60
50
40

1 >

>

1930 1940 1950 1960 1970 1980 Ano

La siguiente estadistica muestra el numero de divorcios que hay en México
por cada 100 matrimonios desde el afio 1980 hasta 2008.

Ano 1994 1997 2000 | 2003 2006 2009
N-umer-o de 5 7 8 11 12 14
divorcios

a) Determina la razén promedio de cambio del numero de divorcios que
hubo entre los afios 1994 y 2006.

b) Utiliza la grafica mostrada para calcular la razén de cambio instantanea
de divorcios que se dio en el afio 2002, aproximando la recta tangente en
este afio.

Porcentaje
A
15

12
9
6
3

1994 1997 2000 2003 2006 2009 Afo
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La derivada y otras razones de cambio

Hasta ahora hemos estudiado que la razon de cambio de una ecuacion y = f(x)
en un punto donde x = @ en cualquier area del conocimiento se puede medir con
el limite de la forma

lim
h—0

f{a+h)-1(a)
h

Este limite representa la razon de cambio instantanea que se puede dar en un
fenomeno fisico, una reaccion quimica, en un proceso economico como el costo
marginal de un producto, el cambio poblacional de las concentraciones urbanas
o un cambio bioldgico como una colonia de bacterias, etcétera.

Todas estas razones de cambio se pueden interpretar como la pendiente de
las tangentes respectivas a cada razon de cambio. Es decir, cuando tratamos situa-
ciones de esta naturaleza no sé6lo estamos resolviendo problemas de geometria,
sino paralelamente resolvemos problemas inherentes a la ciencia y a la ingenieria
en las que se presentan contextos de variabilidad.

Ahora ya estamos en condiciones de darle nombre al limite que de manera
recurrente hemos tratado hasta aqui. Este limite se llama derivada.

Definicion
La derivada de una funcion f en un numero a denotada por f”'(a), es
at+h)- fla
()=t L)1)

h—0

si el limite existe.

La derivada como funcion

En la definicion anterior, si hacemos que el nimero a varie y lo reemplazamos
con la variable x, entonces la expresion de la derivada f’(x) va a quedar como
sigue:

(o) = i )=/ (5)
O

El dominio de f’(x) es el conjunto de niimeros x tal que la derivada de f
existe.

Esta definicion simbolica de la derivada de una funcion f(x) se lee como:
“El limite de la relacion del cambio de la variable dependiente al cambio de la
variable independiente cuando este ultimo tiende a cero”.

Bloque 3

83



84

Matematicas V

Calculo diferencial

Ejemplos

1. Si f(x) = x* — 2x, encuentra la derivada f’(x) como funcién de x.
Traza las graficas de f(x) y f'(x) para compararlas y explicar su
significado.

Solucion
Aqui f(x+h)=(x+h) —2(x+h)y f(x)=x"— 2x, entonces

(x+h)2 —2(x+h)—(x2 —2x)

S ()= lim = = lim ;
iy LA2xh+ W =% -2h— ¥ +2%
_hlgo1 h

2xh+ =2 W2x+h-2)
= lim =lim
h—0 h h—0 \h\

=lim(2x+h-2)=2x-2

h—0

Al comparar las graficas debemos recordar que la derivada f' repre-
senta la pendiente de la recta tangente a f en cada punto. Por ejem-
plo, observa que f'(x) =0 cuando f'tiene una pendiente horizontal (en
x=1)yque f'(x) es negativa (x < 1) o positiva (x > 1) cuando f'tiene
pendientes negativa o positiva respectivamente.

yA
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2. Sif (x) =2+/x , encuentra la derivada f’(x) como funcién de x.

Solucion

= lim
h—0 h h—=0

2( x+h—\/;) x+h+x

Fle+n)-£(x)  2xrn-2Jx
h

=lim .
=0 h Jx+h+x
2(x+h—x) 2h
0 h(\/x+h+\/;) ’H"h(\/x+h+\/;)
B 2h 2 2 1
=lim = = =

H’h(mﬂ/;) (\/;+\/;) wx ﬁ

El resultado de f ’(x) = % y existe solo para x > 0.
x

Otras formas de indicar la derivada

Si partimos de la notacién de funcidn y = f(x) para recordar que x es la variable
independiente y la dependiente es y, otros simbolos para escribir la derivada
son:

; L ody df d
F(¥)=y =2 =T = p(x)=Dr (x)= D1 (x)

Los cuales se leen como: “la derivada de f(x) con respecto a x”’; esto es

porque no deben considerarse como una division; deben verse s6lo como opera-
dores de derivacion.

¢Donde es diferenciable una funcién?

Una funcion fes diferenciable en a sélo si /' (a) existe.
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Ejemplo

1. La funciéon y =|x| no es diferenciable en x = 0 porque f”(0) no existe.

yA
y=|x|
_(0+h)-0
lim |x+h|—|x|: }1_{3 h =1 5
=0 h . —(0+4)—-(-0) . 0 x
h—0"

|x+h|—|x|

Como lhlrrol porlaizquierday por la derecha de cero son diferentes, entonces f”(0)

no existe.
La inexistencia geométrica de f'(0) podemos verla en la siguiente grafica.

y=1£"(0)

Xy

En general, son 3 las situaciones en que una funcion y = f'(x) deja de ser diferenciable.

a) En puntos donde al calcular f’(x) encontramos que los limites por la izquierda y por la
derecha son diferentes.

b) En puntos donde la funcién tiene esquinas o retorcimientos porque la grafica no tiene tan-
gente alli.

¢) En puntos donde la curva de la funcién tiene rectas tangentes verticales.

YA ! YA y A

Xy
Xy
Xy

Una discontinuidad Una esquina Una tangente vertical
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Evidencias de aprendizaje

Encuentra la derivada de la funcion dada escribiendo su definicion con simbolos en
la segunda columna y su resultado en la tercera.

Funcion f'(x)=1im Resultado

h—0

fx+n)-71(x)
h

1. y=2x+3

3 y=l
X
4. y=3x"-4

5. Dada la grafica de f, identifica y escribe las abscisas donde no es diferencia-
ble. Explica porqué.

y A

Reglas para derivar

Calcular la derivada de una funcion a partir de su definicion es un proceso tedio-
so y que demanda mucho tiempo. Esa es la razon por la que se han desarrollado
instrumentos (tedricos y tecnolégicos) que permiten acortar el largo camino que
hemos estudiado hasta aqui.
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La derivada de una funcion f'(x) nos produce otra funcion. Este proceso lo
podemos esquematizar de la siguiente manera.

Operacion (x)

=f
y=fx) de derivar

Regla 1. La derivada de una funcion constante f'(x) = ¢ es cero. Puesto que una
funcion constante no tiene cambios, su pendiente es cero en todo su dominio.

d
E(C) = 0
y A
pendiente =0
y=c
>
X
Ejemplo
d(3
Siy=3 entonces & = ﬂ =0
dx  dx

Regla 2. La derivada de la funcién identidad f(x) = x es 1. En este caso, la
razon de cambioes 1 a 1.

pendiente =1
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Si aplicamos la definicion de derivada f '(x)z l}}ggw para

derivar y = x°, vamos a encontrar que f”(x°) = 2x, luego siguiendo el mismo
procedimiento f'(x’) = 3x7 y si continuamos asi f’(x*) = 4x°, vemos que en
general existe un patron para derivar f(x").

Regla 3. Si f(x) = x" donde n es cualquier nimero real entonces su derivada es:

=nx
dx
Ejemplos
d(xs)
a) 7=5x4 n=S5, n-1=4
d(x_3)
b) =-3x"=- n=-3, n—1=-4
dx X
3
) d[xz) 3 3 !
c) = ==x? n=—, n—1=—
dx dx 2 2 2

Regla 4. Regla del multiplo constante. Si ¢ es una constante y f(x) es una fun-
cion, entonces su derivada es:

d d
acf(x) = caf(x)

Ejemplo

d\x
Siy=7x’ entonces Q=1(7x3)=7(—
dx dx dx

Regla 5. Regla de una suma algebraica. Si u, vy w son funciones de x y ademas
son diferenciables, entonces:

du dv dw
—(u+v— w)z —_—t———
dx dx dx dx
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Ejemplo
d d d
a(xs +2x' - 3x-8) = a(x5)+2$(x3)—3£(x)——(8)
=5x*+2(3x")-3(1)-0
=5x"+6x" -3

Desarrolla tus habilidades

Encuentra la derivada de cada una de las siguientes funciones, escribiendo el
resultado en la columna de la derecha.

Funcion Derivada

9]
<

I
()]

[
&
+
3
><N

[
(98]
><LI\

&




Continta el ejercicio de la misma manera.

Razones de cambio y sus aplicaciones

Funcion

Derivada

5

Jx

7. y=

8. y=3+2\/;—5x+7x2—x5

dx

10 _x_S_i Q

AR &

1. y=—L sy dy

5x dx

1 1 dy

12. y=——= 4

Y 3x* 2 dx

13 _x2+4x+5 Q

’ X dx

14 y_x2—3\/; dy

o —T dx
X

Bloque 3
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Aplicaciones de la derivada como razén de cambio
1. Tangente a una curva. Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la para-

bola y =x*—2x — 2 en el punto (2, -2).

Solucion
Sabemos que la derivada de la funcién y = x> — 2x — 2 es la pendiente de la
recta tangente a la curva en el punto dado. Por tanto,

? =2x—-2=m en cualquier punto
x

m=22)-2=2 en el punto (2, -2)

yA

/,

X

(2,-2)

De esta forma la ecuacion de la recta tangente en el punto dado es:

y=(2)=2(x-2)
y+2=2x-4
y=2x-06 o bien 2x —y — 6 =0 (Ver gréfica).

2. Produccion agricola. La produccion y de un
campo de trigo (medida en toneladas por hec-
tarea) es una funcién de la cantidad x de fertili-
zante en kilogramos que se utiliza por hectarea,
y estd modelada por la ecuacion,

y=3+0.7x — 0.05x"

a) (Cual es la produccion si utilizan 5 kg de
fertilizante por hectarea?

b) Encuentra f'(5), indica las unidades e in-
terpreta el resultado.

Solucion
a) La produccion con 5 kg de fertilizante es f(5).

£(5)=3+0.7(5) — 0.05(5)* = 5.25 toneladas por hectarea.
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b) Aqui deseamos saber la razon de cambio de produccion de trigo f”(x),
cuando se aplican exactamente 5 kg de fertilizante.

£'(x)=0.7-0.1x

Por tanto, f'(5)=0.7—0.1(5) = 0.2 toneladas por hectarea por kilogramo
de fertilizante.

. Velocidad de un mévil en funcion del tiempo. Una particula se mueve a lo
largo de una linea recta con la ecuacion de movimiento s(¢) =¢> — 2t + 1, don-
de s se mide en metros y ¢ en segundos. Encuentra la velocidad instantanea
cuando ¢ = 1.5 segundos.

Solucion
Queremos conocer s'(¢) cuando 1= 5
s'(t)=3t"=2
Por tanto, s'(1.5) = 3(1.5)’ — 2 = 4.75 metros por segundo

. Aceleracion de un movil en funciéon del tiempo. En el ejemplo anterior si
s'(t) representa la derivada de la posicion de un movil con respecto al tiempo,
entonces la derivada de s '(¢) significa un cambio de velocidad del movil; por
lo tanto, es una aceleracion, corresponde a la derivada de la derivada, y se
llama segunda derivada de la funcion. Simbdlicamente se escribe como:

i)

Por lo tanto, la aceleracion a de la particula del ejemplo 3 se calcula de
la siguiente manera:

a=s"(t)= %(3;2 - 2) =6t

Para conocer la aceleracion de la particula en el instante 7 = 1.5 segundos
basta con sustituir, en la segunda derivada, el tiempo por 1.5.

a=61=6(1.5)=9 1/,

. Produccién industrial. El costo (en pesos) de producir x unidades de un
articulo esta dado por:

C(x) = 0.8x’ + 750x + 1000
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a) Laderivada del costo se llama costo marginal. Determina C’(x).
b) Determina C(10) y C'(10) e indica las unidades de cada concepto.

Solucion

a) c'(x)=d—C= 2.4x” +750
dx
b) C(10)=0.8(10)’ + 750(10) + 1000 = 9300 pesos es el costo de producir

10 articulos.

C’(10) = 2.4(10)* + 750 = 990 pesos por articulo, es el costo cuando se
producen 10 de éstos.

Evidencias de aprendizaje

1. Determina la ecuacién de la recta tangente a y = x° — 2x en el punto donde
x = 1. Traza la recta tangente en la grafica.

A
y

o\y x
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. ., 1
2. Determina la ecuacion de la recta tangente a y = —x° —2x en el punto donde
x = 0. Traza la recta tangente en la grafica.

y A

~

3. Halla el punto de la curva y = x* — 2x donde la pendiente de la recta tangente
sea igual a 2. Traza la recta tangente en la grafica.

A

y

Y

N/

4. Variacion de una cantidad en funcién del tiempo. La altura de un monton
de arena (en metros) se representa por el modelo 4(¢) = 5 — 0.2¢°, donde  se
mide en afios. Determina la altura del monton cuando ¢ =5 asi como la razon
de cambio 4’(5) e interpreta su significado.

Bloque 3
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5. Costo de producciéon. El costo de producir x unidades de un producto es
C(x) = 10 + 3x? pesos. Encuentra el costo marginal C'(x) de producir la
unidad 10. Interpreta tu respuesta en términos del costo.

6. Funcion de ingreso. El ingreso / obtenido al realizar una operacion mercantil
se obtiene multiplicando la demanda ¢ de un producto por el precio p de éste,
I=pq. Si la demanda de un producto estd dada por ¢ = 50 — 2p.

a) Escribe el ingreso / = pg como una funcion del precio. (Sustituye ¢ en la
ecuacion de ingreso).

b) Encuentra el ingreso marginal /'(p) cuando el precio es de 10 pesos e
interpreta tu resultado.

7. Ciencias naturales. Cuando los arboles crecen, agregan capas circulares de
madera cada afio directamente dentro de su corteza interior. Determina la
. . . dA . -
razoén de cambio del area o de estos circulos concéntricos con respec-
r

to al radio. Recuerda que el area de un circulo se calcula con la expresion
A(r) = 7 r*. Interpreta tu resultado.
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8. Ciencias naturales. La cantidad de litros de agua que contiene un tanque al
comenzar a vaciarlo viene expresada por O() = 600(90 — ¢)* donde ¢ viene
dado en minutos. ;Qué tan rapido sale el agua al final de 10 minutos?

9. Velocidad y aceleracion. Una bala disparada hacia arriba desde la superficie
de la tierra puede alcanzar una altura de s(¢) = 832¢ — 16¢” pies después de
t segundos.

a) (Cuanto tiempo tardara la bala para alcanzar su punto mas alto?
b) (Cual es su aceleracion?

|
@
|

10. Velocidad y aceleracién. La ecuacion del movimiento de una particula es
s(t) =1’ — 3t, donde s estd en metros y ¢ en segundos. Encuentra:

a) Lavelocidad y la aceleracion después de 1.5 segundos.
b) Laaceleracion cuando la velocidad es cero.

Derivadas de funciones exponenciales

Derivar la funcion exponencial es de gran relevancia por la gama de aplicaciones
que ésta tiene y la frecuencia con que se presenta en la vida cotidiana.

Para encontrar una regla que derive la funcion exponencial f(x) = a”, tene-
mos que recurrir a la definicion de derivada:

f(x+h)—f(x): Cat g

S(x)= lim h T
PN AN Gl

h—0 h h—0 h

Bloque 3
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Como a" no depende de 4 podemos factorizar la expresion y

— /(0

f’(x) =a" | lim

h
a’ —

Fijate que lhlnol ! es el valor de la derivada de f'en 0.

Esto significa que la funcion exponencial f(x) = a* es diferenciable en 0, y
por tanto la derivada de cualquier funcion exponencial con base a es:

S'@)=71"0)a

La base mas sencilla que existe para sustituir « es la de los logaritmos natu-
rales e (recuerda que e = 2.7182) que se define de la siguiente manera:

|

=1

e es el numero tal que lim
h—0

(ah_l) -1

ponemos a = ey 1}113} P =1

Si en la expresion f'(x) =a" lim
h—0

obtenemos una de las formulas mas importantes de derivacion:

La derivada de la funcién exponencial
d x)_ x
E(@ ) =e
Como puedes ver, la particularidad que hace tan especial la funcion f'(x) ="
es que es su propia derivada.

Ejemplos

1. Encuentra la derivada de f(x) =2"y g(x) = 3"

Solucion a' -1
Utilizamos valores de / cercanos a 0 para calcular el valor de lhlrrol
cuando a =2 y cuando a = 3. (Ver tabla de valores). ”

0.0001 0.6932 1.0987
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Por tanto, las derivadas buscadas son:

%(?) ~2"(0.69) = (0.69)2" %(3*) ~3"(1.10) = (1.10)3"
Encuentra la derivada de y = 5x + ¢
Solucion

& = L —e" —5(1)+e" =5+¢"

dx dx dx

Encuentra la derivada de y = x* + 2¢"

Solucion

ﬂz ixz +2ie1 =2x+2¢e"
dx dx

Crecimiento poblacional. Si ¢ indica los afios desde 1980, la pobla-

cion en México (en millones) estaba dada por P(f) = 68.4(1.026)

a) Encuentra una expresion para determinar la tasa de natalidad de
personas por afio.

b) Estima la tasa de natalidad para ¢ = 20, es decir, a principios del
ano 2000.

Solucion

a) Enrealidad deseamos conocer la razén de cambio de la poblacion
P'(1)

P'(1)=68.4] (1.026) 11%(1'02#
Si consideramos un valor para # = 0.0001 entonces,
P'(t) = 68.4(1.026)" (0.02567) = 1.7559(1.026)’'
b) En el resultado del inciso a) sustituimos ¢ =20
P'(20) = 1.7559(1.026)* = 2.9344

A principios del aiio 2000, la poblaciéon en México estaba creciendo
arazon de aproximadamente 2.934 millones de personas por afio.

Bloque 3
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Evidencias de aprendizaje

1. Encuentra la derivada de cada funcion y escribe su resultado en la columna

de la derecha.

Funcion

Derivada

a) y=2x+3¢

by P(t)=3+¢

o) y=4(10) -2x" dy _
dx

d) y=3(2) -2’ -3 &
dx

¢) P(t)=300(1.02)

f) s=5t—4¢
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2. Para f(x)=¢"encuentra /'(0) y f'(1). Traza la grafica de f(x) y la recta tan-
gente en x = 0.

|—
\ 4

1.5

3. Modelo de la inflacion. En cierto afio, México tuvo una inflacion anual del
5% y los precios en funcion del tiempo fueron modelados con la ecuacion,

S () =/1,(1.05)

Donde f, es el precio cuando =0y ¢ es el tiempo en afios. Si f, = 12. ;Cuanto
suben los precios cuando # = 10?7 Completa la siguiente tabla para encontrar la
solucidn, indicando las unidades.

fo h f'(o)zlimw

h—0 h

12 0.0001

4. Produccion de energia solar. La produccion de energia solar, medida en
megavatios puede expresarse por la funcion exponencial E(z) =50(1.19)",
donde ¢ representa los afios desde 1990. Encuentra £(0) y £'(10). Indica las
unidades e interpreta los resultados.

E'(t)=50E(0) &

h E'(0)=lim a’ -1

-0 h

0.0001




102

Matematicas V

Calculo diferencial

5. Razoén de cambio de una poblacion. En 1970 cierta poblacion observo que
el nimero de habitantes se comportaba de acuerdo con la formula

P(t) = 40000 (0.90Y

donde P(¢) es la poblacion de la ciudad ¢ afos después del inicio de 1970.
(Cual es la tasa de crecimiento de la poblacion al principio de 1993?

Regla de la cadena

La regla de la cadena es el argumento que necesitamos para derivar una funcion
compuesta.

. . a . /
Por ejemplo; si vamos a buscar D de 1a funcion y=+x>+1 , entonces
i

hacemos u=x"+1y @=2x
dx

. dy 1
Es evidente que y = Ju y —=—pw
du 2y

Pero estamos buscando la derivada de y con respecto a x, que es equivalente
a tener la expresion:

b _dydi_ 1 (5y)=2
dc  du dx 2y Jxt+1

La regla de la cadena permite entonces obtener los siguientes formulas de
derivacion:

Si n es cualquier nimero real y u = f'(x) es diferenciable, entonces:

d 1 du d , ., du
—u" =" —, y —e'=¢"—

dx dx dx dx
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Ejemplos

1. Sabemos que el consumo C, (en litros) de gasolina de un automovil de-
pende de la distancia s (en kilémetros) que recorre y que s depende del
tiempo, ¢ en horas. Si consume 0.1 litro por cada km que recorre y el
automovil viaja a 60 km/h, ;qué tan rapido se consume la gasolina?

Solucion
La razén de consumo de gasolina con respecto a la distancia es:

c;_C = 0.1 litros/kilometro

A

La razon a la cual recorre la distancia con respecto al tiempo es:

% =60 kilémetros/hora

Por tanto, la razén de consumo de la gasolina con respecto al tiempo
es:

d_C é “lo1 litros kildmetros | 6 litros
ds * dt

kilémetro hora hora

2. Encuentra la derivada de y = (x* — 1)*

Solucion

n

d di dl
En la formula —u" = nu™" au hacemos u=x"—1, a_ 2x yn=25,
tenemos * * dx

24

% =25(x 1) (2x) = 50x(x* - 1)

3. Encuentra la derivada de y = -
2—-x

1
Hacemos u=2 —x°, @=—3x2 entonces y=i=3u 2y n=—l
dx Ju 2

(Continua)
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(Continuacion)
4. Encuentra la derivada de /(1) =e¢™

du
Hacemos u = —t, entonces o =-2¢
t

Por tanto  f '(t) =" (—Zt) =2t

Evidencias de aprendizaje

1. Encuentra la derivada de cada funcion y escribe su resultado en la columna
de la derecha.

Funcion Derivada
a) y=(2x—3)3 ﬂ:
dx
b w=(2-¢) dw _
dt
) y= e Q =
dx
d) y — 560.07}( ﬂ _
dx
e) f(t)=362t_62t+1 f'(t :)
£ y=Ysx-4 dy _
dx
4 dy
g y= = o
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Aplicaciones

1. La ecuacion de demanda de un producto esta dada por y = f(x) =
100e°**, donde y es la cantidad vendida y x es el precio del producto,
en dolares. Determina f'(2) y f'(2). Explica en términos econdmicos tus
respuestas.

X f(x) = 100e"** ')

2. Elsaldo S, de una cuenta bancaria ¢ afios después de que se realiza un
deposito de 100 dolares esta dado por S = 100", ;A qué razon cambia
el saldo de la cuenta cuando ¢ = 7 afos? Interpreta tu respuesta en térmi-
nos financieros.

3. Laconcentraciéon de un medicamento en el cuerpo es /(¢) =30e "> mg/mL.

(Cual es la concentracion 6 horas después de que se administro la sustan-
cia? ;Con qué rapidez esta cambiando la concentracion en el tiempo?

Bloque 3
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 3

Considera tu desempefio como estudiante y anota la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anota en el cuadro el nimero correspondiente.

@ 0 Nunca @ 5 Algunas veces @10 Siempre

COMPETENCIAS A DESARROLLAR

(Al finalizar el bloque adquiriste las competencias que te permiten

* analizar la produccién de una empresa en un determinado tiempo
e interpretar la produccion promedio, su maxima y minima
produccidn, para obtener la razéon de cambio promedio?

e valorar el uso de las TIC’s en el modelado y simulacion de
situaciones problematicas de razén de cambio, en la interpretacion
de su valor a través del tiempo en problemas de produccion
industrial, de fisica y de quimica?

* interpretar y cuantificar a través de modelos matematicos,
graficas y tablas, fendmenos fisicos relativos a la variacion de la
velocidad, la velocidad promedio, la velocidad de un movil en
cualquier instante y como éste varia a través del tiempo?

* interpretar la razén de cambio como la pendiente de una pareja de
puntos localizados en el plano o como la pendiente de la recta secante
en la resolucion de problemas de fisica en situaciones del entorno?

* argumentar e interpretar la razon de cambio como un limite,
obtener su representacion algebraica y como consecuencia
reconocer a este limite como la derivada de la funcion en
resolucion de problemas de su entorno?

* resolver grafica y algebraicamente derivadas para solucionar
problemas de fisica, quimica, naturales, sociales, econémicos,
administrativos y financieros dentro de su ambito inmediato?

* interpretar, analizar y argumentar que la segunda derivada de una
funcion es igual a la aceleracion de un mévil en la resolucion de
problemas de fisica en el contexto de tu vida cotidiana?

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

(Al finalizar el bloque desarrollaste actividades que te permiten

* interactuar con los elementos de tu entorno que sufren alguna
modificacion a través del tiempo y enlistar sus caracteristicas y
consecuencias antes y después del cambio y aportar opiniones al
respecto?
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* analizar las investigaciones sobre producciones agricolas e
identificar el afio de mayor produccion, el de menor produccion,
calcular la produccion promedio y emitir una conclusion para
socializar en el grupo?

* analizar, interpretar y argumentar la razén de cambio promedio
en inversiones a interés simple y compuesto, en la produccion de
acero, en la cantidad de contaminantes en la atmosfera, la cantidad
de basura que se genera en una ciudad o en tu colonia, en el
calentamiento global, en el nimero de artesanias que se venden en
un determinado tiempo, entre otras situaciones de tu entorno?

* realizar pequefios experimentos lanzando una pelota al aire,
midiendo tiempo y la distancia recorrida, describir el cambio de
la velocidad y la distancia recorrida por la pelota en pequefios
intervalos de tiempo y en un tiempo determinado. Establecer el
modelo matematico que describe el movimiento?

* seleccionar un software para resolver problemas econdmicos,
administrativos, naturales, sociales, de produccion agricola e
industrial, representar la solucion mediante graficas, tablas,
aritmética y algebraicamente, explicar la razén de cambio, razén
de cambio promedio, velocidad instantanea y aceleracion?

* interpretar la derivada como la recta tangente a una curva en la
resolucion de problemas cotidianos?

e realizar lecturas y resolver ejercicios en Internet?

* realizar en equipo una presentacion en PowerPoint y socializar
los desempefios que lograron a partir de las competencias
desarrolladas durante el bloque?

CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas
y multiplica por 0.67. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes

categorias:
Menos de 59 60 a 69 70 a79 80 a 89 90 a 100
Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Para autoevaluarte respecto a las actitudes y los valores, reflexiona sobre el
valor que agregaste a tu formacion educativa, desarrollo personal e interaccion
con los demas y con el tema.

Bloque 3
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Maximos y minimos
de una funcion

Ciclos de Milankovich. Son
efectos térmicos méaximos

y minimos, producto de las
variaciones que tiene el grado de
inclinacion del eje de la Tierra.

Desempeiios del estudiante al concluir el bloque

*  Disena envases (cilindros, cubos, prismas, esferas, entre otros) para diver-
sos productos con volumen maximo.

* Interpreta graficas que representan diversos fenomenos naturales, produc-
ciones agricolas e industriales, identifica maximos y minimos absolutos y
relativos, y emite una conclusion.

*  Establece modelos matematicos y representaciones graficas de produccion
de diversas empresas (manufacturera, de fabricacion y elaboracion de ar-
tesanias) para calcular maximos y minimos de utilidad y emite juicios
sobre su situacion economica.

* Calcula maximos y minimos en funciones algebraicas y trascendentes
aplicando métodos algebraicos.

Objetos de aprendizaje

*  Producciones, maximos y minimos.
*  Variaciones en las producciones, maximos y minimos relativos.



Competencias a desarrollar

En este bloque el estudiante

Interpreta y analiza graficas de fenomenos meteoroldgicos (temperatura,
humedad atmosférica, calentamiento atmosférico y cantidad de bidxido de
carbono en la atmosfera) de su region e identifica los maximos y minimos
absolutos.

Construye e interpreta modelos matematicos sencillos sobre el comporta-
miento de un movil en un tiempo determinado y calcula maximos y mini-
mos absolutos y relativos.

Valora el uso de las TIC's en el modelado y simulacion de situaciones pro-
blematicas de fendmenos fisicos, quimicos, ecoldgicos, de producciones
agricolas, industriales, artesanales y de manufactura, emitiendo juicios de
opinion.

Calcula maximos y minimos de funciones algebraicas e interpreta los
maximos relativos y puntos de inflexion en graficas que modelan la reso-
lucion de problemas de su entorno.

Estrategias de ensefanza

Presente graficas de los elementos del clima y de sus factores, para anali-
zar los cambios en el tiempo.

Oriente y guie sobre la interpretacion grafica de problemas fisicos me-
diante el software derive, para identificar madximos y minimos relativos y
absolutos en un periodo determinado y en situaciones problematicas del
entorno.

Promueva el trabajo cooperativo, colaborativo, la tolerancia, responsabili-
dad y respeto, para realizar una investigacion y explicar el cambio clima-
tico que se ha dado en los tltimos 50 afios en su comunidad.

Promueva la investigacion de lo que se produce en su region en los ul-
timos 15 afos, a la fecha, para que el estudiante resuelva problemas
algebraicos.

Oriente la busqueda de informacion en Internet.
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Explique a los estudiantes como se construyen objetos con volimenes
maximos y proporcione las herramientas necesarias para que ellos cons-
truyan los propios.

Propicie un ambiente dindmico y creativo donde se despierte el interés de
los alumnos e identifiquen las competencias que desarrollaron durante el
bloque.

Estrategias de aprendizaje

Interpreta y analiza graficas sobre el comportamiento de los elementos del
clima 50 afios atras, investiga en Internet las graficas e identifica maximos
y minimos y enlista sus caracteristicas y consecuencias en ese periodo.
Plantea modelos matematicos en problemas de fisica que describen va-
riaciones en el tiempo, realiza la representacion grafica en derive, calcula
maximos y minimos absolutos y relativos.

Analiza los problemas del clima de los tltimos 50 afios e identifica algu-
nos elementos de su entorno que sufren alguna modificacion a través del
tiempo, elabora una lista de sus caracteristicas y consecuencias antes y
después del cambio, explica los resultados que obtuvo destacando la im-
portancia que tiene este andlisis de informacion en el medio ambiente.
Resuelve problemas algebraicos sobre la produccion agropecuaria exis-
tente en su region geografica (maiz, arroz, papa cebolla, ganado vacuno,
caprino, criadero de pollos, etc.) de 15 afios a la fecha, identificando los
maximos y minimos de produccién y explica el procedimiento que realizé
para obtener los resultados correctos.

Realiza lecturas y analiza videos referentes al tema en Internet. Elabora un
resumen de las paginas electronicas visitadas. Se sugieren las siguientes
direcciones electronicas

http://www.youtube.com/watch?v=wMBg9toM94Q&feature=related
http://usuarios.multimania.es/calculodiferencial/id91
http:/www.vitutor.com/fun/5/x e.html

Construye cajas, ceniceros o portaclips rectangulares, con hojas tamafio
carta que contengan un volumen maximo, presenta a sus compafieros y
emite de forma respetuosa su opinion sobre el trabajo de los demas.

Hace una puesta en comin o mesa redonda sobre los aprendizajes logra-
dos en el bloque, a partir del analisis de las competencias desarrolladas y
las tematicas; y argumenta la importancia que tiene el estudio del céalculo
como herramienta de trabajo en cualquier situacion de su vida y como
influye para el éxito o fracaso de diferentes tipos de produccion.
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Desarrolla tus competencias

1. La grafica de la figura muestra el clima de una importante ciudad con
inviernos frios y lluvias durante todo el afio. Obsérvala detenidamente
y contesta las siguientes cuestiones.

a) (Cuales son los valores de la temperatura minima, media y maxima?

b) (Qué valores tienen las precipitaciones pluviales minima y maxima?

¢) ¢(Cudl mes es el mas calido y qué valor tiene la pendiente en la
maxima temperatura?

d) (Cudles graficas guardan mas proporcionalidad entre ellas? ;Por
que?

e) ¢Qué valor tienen las pendientes de todas las curvas en sus valores
maximos o minimos?

8 horas 25 °C

3°C
Temperatura 65.mm
Lluvia
/ ° 2h
Sol 35 mm
< o Q T g o 2 i) o < o o
e 8 § £ § 53 8 & 5 & %
o) )

wooe =2 = 5 & B = g
[T -06_ (@] > o
) =) [a)]

w Z

Trabajo de investigacion

» Consulta en la red acerca del ultimo informe del clima mundial.

* Desde el punto de vista historico, /son normales los valores extremos que ha
observado el clima ultimamente?

+ (Como es la tendencia de la temperatura del planeta Tierra en los ultimos 50
afios?

» ;Cudl es el elemento en la atmdsfera que contribuye de manera muy signifi-
cativa al calentamiento global?

* ;Qué responsabilidad tenemos los seres humanos para disminuir el ritmo del
calentamiento global?
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2. Se desea disenar una caja cuadrada abierta por arriba cortando cuadra-
dos de lado x de las esquinas de una pieza de carton que mide 6 por 6
pulgadas, como se muestra en la figura.

a) Escribe un modelo, o expresion, para encontrar el volumen de la caja.
b) Calcula el valor de x para encontrar las dimensiones de la caja de
mayor volumen.

1 T
1 1 X
X
6 —2x
6 —2x
L - - 4 6 —2x

1 1 X
1 1

Secuencia didactica

Para encontrar el modelo algebraico que calcule el volumen V' de la caja, ob-
serva la figura y fijate que tienes que multiplicar el area de la base (6 — 2x)’
por la altura x.
Verifica que tu modelo matematico corresponda a la grafica mostrada abajo,
dandole valores a x en el intervalo 0 <x < 3.

. , , . . av
Si es asi, podras comprobar que la derivada o pendiente de la curva — =0
para la caja de volumen maximo. dx
Escribe y resuelve la ecuacion resultante de igualar a cero la derivada.
Uno de los valores obtenidos en la solucion de la ecuacion corresponde a la x
de los cuadros de las esquinas que se tienen que cortar para obtener las medi-
das de la caja de mayor volumen.
Escribe tus conclusiones.

Volumen
X v 20 A
0
15
0.5
1 10
1.5 5
2 N
1 2 3 "x
3 Pulgadas
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Problemas de optimizacion

Las situaciones didacticas con las que iniciamos esta tematica se refieren a algu-
nas de las aplicaciones mas importantes de calculo diferencial que se presentan
cuando queremos encontrar la mejor manera de hacer algo. Una persona que hace
negocios, desea maximizar sus utilidades y minimizar sus costos. De manera
que en esta seccidon resolveremos situaciones de disefio de figuras geométricas
para maximizar su area o volumen, o minimizar gastos, distancias y tiempos.
Generalmente en matematicas uno de los mayores retos es traducir una situacion
del lenguaje cotidiano en una ecuaciéon o modelo matematico que permita encon-
trar la optimizacion de una funcién o un recurso.

Para tal proposito considera la siguiente secuencia como un sistema de acce-
so a la solucion de problemas de optimizacion.

Comprende el Si es necesario Relaciona las Deriva la Iguala a cero
problema. » haz un modelo » variables en > ecuacion. » laderivaday
gréfico. una ecuacion. resuelve.

Ejemplos

1. Unrectangulo tiene 100 cm de perimetro y se desea expresar su area 4 como funcion de la base
x. También se quiere calcular la medida de la base y de la altura que nos da la figura de mayor
superficie.

Solucion
De la infinidad de soluciones que hay, escogemos tres posibles rectdngulos cuyo perimetro es
100 cm para tener idea de lo que ocurre en el problema.

15
30
40
20 A=600 20 10 A =400 10 35 A=525 35
40
30
15
A fin de conocer las medidas del rectangulo, veamos la siguiente figu-
ra y relacionemos las variables en cuestion.
El perimetro del rectangulo es 2x+2y =100 Y A=xy
Dividiendo entre 2 x+y=50
Despejando y y=50-x x

(Continua)
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(Continuacion)

El area del rectangulo de base x y altura y es:

A=xy
Al sustituir el valor de y A= x(SO - x)
Ya tenemos el area 4 en funcion de x A=50x—x"

En la ecuacion anterior derivamos 4 con respecto a x

dA

—=50-2x

dx
Hasta ahora hemos aprendimos que generalmente cuando una funcién tiene un maximo o un
minimo, su pendiente es horizontal y como consecuencia es igual a 0; por tanto,

50-2x=0
50 .
X=—= 25 Resolviendo para x.
Entonces y=50-x=50-25=25

Significa que tanto la base como la altura del rectangulo deben medir 25 cm para obtener la
mayor area.

2. Encontrar dos niimeros positivos de manera tal que la suma del doble de uno mas el otro, sea

minima, si el producto de dichos nimeros es 18.

Solucion
Sea x un niimero y el otro sea y, entonces la suma S del doble de uno mas el otro (que deseamos
sea minima) es

S=2x+y

18 L
Pero sabemos que xy = 18, por tanto y = —; como la suma § es la que deseamos minimizar,
X

sustituimos y en su ecuacion, s A S= 2x+%
18
S=2x+— para x>0
X
. 18 L
Derivamos S =2x+— .
X 1
1
18 :
[ N " »
S'=2 e 0 3 g
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Igualamos a cero la derivada S'

18
2—-—=0
xz
2x*-18=0 Multiplicando por x*
X

= \/g = \/5 =3 Resolviendo para x
18

Por tanto, y=—=—=6

x 3
Los ntimeros buscados son 3 y 6, porque de todos los nlimeros cuyo producto es 18, son los
unicos que dan la suma minima 2(3) + 6 = 12. (Ver grafica).

Se desea construir una caja rectangular abierta por arriba cortando cuadrados de lado x de las
esquinas de una pieza de carton que mide 12 por 16 pulgadas, doblando después los lados (ver
figura). ;Cuanto debe ser el valor de x para que la caja tenga el mayor volumen posible? ;Cual
es ese volumen maximo?

Solucion
El volumen de la caja es: 7'y
X X

v =(16-2x)(12-2x)x X X

V = 4’ —56x° +192x 12
La derivada del volumen es: il il

av X Xl v

=120 - 112w +192 « 16" .
Cuando ¥ es maximo,

12x* —112x+192=0

3x>—28x+48=0 Dividiendo entre 4. 12-2x

281\/(—28)2 ~4(3)(48)  28+14.4 16— 2x
X = =
2(3) 6
x = y x=226

Por la naturaleza del problema soélo la solucion x = 2.26 es factible. Esto es porque x = 7.07 es

una raiz absurda ya que la pieza de cartdn se partiria de forma que no habria caja.
(Continua)
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(Continuacion)

El volumen méaximo es:

v =4(2.26) ~56(2.26) +192(2.26)=194.06 pulgadas ciibicas.

Se va a disefiar una lata cilindrica de 375 mL de capacidad. ;Cudles son las dimensiones que
minimizan el costo del material para su fabricacion?

Solucion
Para fabricar la lata cilindrica se necesitan los siguientes componentes: dos tapas circulares de
radio 7 y un rectangulo cuya base es el perimetro del circulo 27 » y altura 4.

2 r

v

F 3

Para minimizar el costo es necesario minimizar el area superficial total del cilindro, la cual es:

A=2m rh+2m r?

En esta ecuacion sustituimos 4 a sabiendas de que se conoce el volumen de 375 cm’ (1 mL =
1 cm’) de la lata.

375

2
ar

7 r*h=375 entonces h

Por tanto, la ecuacion del area total superficial que deseamos minimizar es:

AZZ’ITI"( 37

52]+27T r’ 2@4-2’# r’
TV

r
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Para encontrar las soluciones, derivamos A4.

A'(r)z—zzo+477 r
r

Pero A'(r) = 0 cuando el area total del cilindro es minima.

—@4—4’#1":0
-

~750+47 1’ =0 Multiplicando por

r= ,3/20 =3.90 cm
47

El valor de % lo obtenemos sustituyendo » =3.90 en 4= 3752
ar
PO - 1 T

2

™t r(3.90)

Este resultado nos dice que para minimizar el costo de la lata, entonces el radio » = 3.90 cm es
practicamente la mitad de la altura 4 = 7.82 cm.

En la figura se muestra un cilindro inscrito en una esfera de radio R = 3. Encuentra las dimensio-
nes del cilindro de volumen maximo que se puede inscribir.

Solucion
Sean 7 el radio del cilindro y % su altura. Queremos hallar el
volumen maximo de:

V=marh

Recordando el teorema de Pitagoras (ver figura) vemos que:

2
R*=r* +(ﬁj
2

2 2
r2=R2—ﬁ =32_h_
4 4

Despejando 7°.

Como queremos maximizar V =1 r*h , sustituimos 7° y enseguida derivamos con respecto a /.

2 3
V=m {32—h—}hzw{9h—h—:|
4 4

(Continua)
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(Continuacion)
av 30
2 gl
dh 4

Haciendo la derivada i’;—; =0, tenemos:

Despejamos 4.

_ P _m;
Calculamos 7.
2
o (Vi2)
=R -= =9- =9-3=6, entonces r=v6
4 4
Las dimensiones del cilindro de mayor volumen que se puede inscribir en una esfera de radio
R =3 son:
Evidencias de aprendizaje
1. Completa las celdas de la siguiente tabla para hallar el valor méximo del
producto de dos numeros P = xy suponiendo que x y y son positivos y que
x+y=>50.
Suma Despeja y de la suma Sustituye y en el producto P = xy
x+y=50 y= P=x ( )
dP : dp
Encuentra o Iguala a 0 la derivada p Resuelve para xy para y
X
Clid
dx
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2. Una pequena huerta de 200 m” ha de ser cercada para protegerla de los cone-
jos. Hallar las dimensiones que requeriran la menor cantidad de cerca si un
lado de la huerta esta ya protegida por una construccion.

Pared de ladrillos

200 metros cuadrados

3. Encuentra las dimensiones de un rectangulo de area maxima y perimetro 50.

y Area maxima y

4. Un granjero dispone de 200 pies de cerca para delimitar dos corrales adya-
centes rectangulares. ;Qué dimensiones debe elegir para que el area encerra-
da sea maxima?
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5. Se desea construir una caja rectangular abierta por arriba cortando cuadrados
de lado x de las esquinas de una pieza de carton que mide 8 por 15 pulgadas,
doblando después los lados. ;Cuanto debe ser el valor de x para que la caja
tenga el mayor volumen posible? ;Cual es ese volumen maximo?

X X
X
.
X
X X
B - J
| g

15 -2x

6. Hallar las coordenadas del punto P(x, y) que maximice el area del rectangulo
representado en la figura. Analiza la figura y observa que, por proporcionali-
4-y y 4

dad, = =—.
X 3—-x 3

vA
(0, 4)

P(x, v

(3.0 X

7. Una viga en su seccion transversal rectangular mide x por y. Si la resistencia
R de la viga es proporcional al producto x°y, ;cuéles son las dimensiones de
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la viga mas resistente que se puede cortar a partir de un tronco cilindrico de
1 m de didmetro?

8. Disefia un envase cilindrico con capacidad de 300 cm’ de forma que la canti-
dad de material utilizado en su construccidon sea minima.

9. En la figura se muestra un cilindro inscrito en una esfera de radio R = 4.
Encuentra las dimensiones del cilindro de volumen maximo que se puede
inscribir.
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10. Si se cuenta con 1200 cm’ de material para construir una caja con base cua-
drada y la parte superior abierta, encuentra el volumen maximo posible de la
caja.

R

11. Se desea construir un canalon para lluvia a partir de una ldmina metalica que
tiene 30 cm de ancho, doblando la tercera parte de la [amina de cada lado has-
ta que forme un dngulo . ;Coémo debe elegirse a para que el canalon lleve la
mayor cantidad de agua? (Observa la forma geométrica del canalon).

o v\a 10 _________ L/ 10
10 10 10 ‘ 10

12. El 4rea del papel de un triptico debe tener 600 cm’, con margenes inferior y
laterales de 2 cm y superior de 4 cm. Determina las dimensiones del papel
que permitan la mayor area impresa.
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Aplicaciones a la economia

Antes de abordar los ejemplos de la aplicacion de la derivada en la economia
vamos a definir los siguientes conceptos.

Funcién de costo C(x) . Es el costo de producir x unidades de cierto producto.

Costo marginal. Es la razon de cambio de C(x) con respecto a x, es decir, la derivada
C’(x) de la funcion de costo.

Costo promedio. Es ¢l costo por unidad cuando se producen x unidades.

o(x)= S0

Funcion de ingreso total. Es la venta de x unidades al precio por unidad o funcién de
demanda o funcion de precio p(x), entonces el ingreso total es:

R(x)= ()
Funcion de ingreso marginal. Es la derivada R'(x) de la funcion de ingreso.

Utilidad total P(x). Si se venden x unidades de un producto, la utilidad total se obtiene

mediante la expresion,
P(x) = R(x) = C(x)

Funcién de utilidad marginal. Es la derivada P'(x) de la funcion de utilidad total.

Ejemplos

1. Una compaiiia estima que el costo en dolares para producir x articulos
es:

C(x)=1000+ x +0.0004x”

a) Encuentra el costo, el costo promedio y el costo marginal para
producir 100 articulos.

b) (A cual nivel de produccion el costo promedio sera el mas bajo y
cudl es el costo promedio minimo?

Solucion
a) El costo de producir 100 articulos es,

€(100) = 1000 +(100) +0.0004(100)° = 1104 délares
(Continua)
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(Continuacion)

Clx
La funcién de costo promedio es c(x) = ( ) _ 1000 +1+0.0004x,
X X
pero para 100 se puede calcular asi:
C(100
c(lOO) = ( ) _ 104 11.04 ddlares por articulo
100 100

La funcioén de costo marginal es la derivada de C(x) =1000+ x +
0.0004x?, es decir:

C'(x)=1+0.0008x

por tanto, C (100) =1+ 0.0008(100) =1.08 ddlares por articulo.

b) Para minimizar el costo promedio, debemos derivar el costo pro-
medio.

c(x)= 1000 4 4 0.0004x
X

Enseguida igualar a cero y resolver para x:

+0.0004

¢ (x) =~ 1000

2
X

- 10(2)0 +0.0004 =0 al igualar a cero

x=1/ 1000 =~ 1581 al despejar x
0.0004

Por tanto, el costo promedio minimo es:

X

c(1581)= 1999 114 0.0004(1581) = 2.26 ddlares por articulo.
1581

2. Encuentra el nivel de produccion que maximizara la utilidad para una
compatfiia con funciones de costo y demanda:

C(x)=1000+15x-0.12x* +0.00084x’  p(x)=42-0.12x

Solucion
La funcion de ingreso es:

R(x)=xp(x)=x(42-0.12x) = 42x - 0.12x
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De modo que la funcion de utilidad es:

P(x)=R(x)-C(x)=42x-0.12x" - (1000 +15x—0.12x> + 0.00084x3)

=27x-0.00084x" — 1000

Entonces, la utilidad marginal es la derivada de la funcion de utilidad,

P (x)=27-0.00252x

27-0.00252x" =0
x =103

P()

al igualar a cero.

al resolver para x.

A

863f - - -~ -

o
—~
-

=Y -

Esto significa que un nivel de producciéon de 103 unidades maximiza
la utilidad. (Ver grafica).

Un comerciante ha vendido 150 pantallas a la semana a 500 ddlares
cada una. Cuando contrata un servicio de investigacion de mercado se
da cuenta de que por cada 20 dolares de descuento que ofrezca a los
compradores, el nimero de aparatos vendidos se incrementard en 40 a
la semana. Encuentra las funciones de demanda y de ingreso. ;Cuanto
debe ser la rebaja para maximizar el ingreso?

Solucion

Definimos como x las pantallas vendidas
en una semana. Por tanto:

x — 150 es el incremento de pantallas

vendidas.

1 . . .
E(ZO) es la disminucion en el precio por

cada aparato.

(Continua)
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(Continuacion)

Entonces estamos en condiciones de escribir una relacion para la fun-
cion de demanda o precio p(x) de las pantallas.

p(x)ZSOO—%(x—150)=575—%x

La funcion de ingreso es:
R(x)zxp(x)zx 575—lx =575x—lx2
2 2

El ingreso es maximo cuando la derivada de R(x) es cero, dado que es
una parabola que abre hacia abajo,

R'(x)=575-x=0

Esto ocurre cuando x = 575, de manera que el precio correspondiente
para el ingreso maximo se puede calcular con P(575)

p(575)=575- %(575) =287.5

El descuento es 500 —287.5=212.5 y significa que el comerciante debe
ofrecer un descuento de 212.5 ddlares para maximizar la ganancia.

Evidencias de aprendizaje

El costo promedio de producir x unidades de un articulo es c(x) = 21.4 —
0.002x. Encuentra el costo marginal a un nivel de produccion de 100 unida-
des. ;Cual es el significado de tu respuesta?

Una compaiiia estima que el costo en dolares para producir x articulos es:

C(x) = 19200 + 96 x + 0.12x>
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Encuentra:

a) El costo, el costo promedio y el costo marginal para producir 1000
unidades.

b) El nivel de produccion que minimizara el costo promedio.

¢) El costo promedio minimo.

cx) A

Costo promedio
minimo

Para las funciones de costo y demanda dadas, encuentra el nivel de produc-
cién que maximizara la utilidad.

C(x) =680 +4x+0.01x> px)=12-x/500

Y

Funcién de utilidad

Para las funciones de costo y demanda dadas, encuentra el nivel de produc-
cién que maximizara la utilidad.

C(x)=12000 +336x — 0.12x> - 0.02x>  p(x) = 1080 — 0.24x

Un productor de teléfonos celulares ha vendido 700 aparatos por semana a
350 dolares cada uno. Una investigacion de mercado mostré que por cada
10 ddlares de descuento que ofrezca, el nimero de aparatos vendidos se in-
crementard en 80 por semana.

a) Encuentra la funcion de demanda.

127
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b) (Qué tan grande debe ser el descuento que ofrezca la compaiiia para
maximizar su ingreso?

6. En un teatro con una capacidad de 1600 espectadores y con precio de los
boletos a 10 dolares cada uno, se registrd una asistencia promedio de 1000
asistentes. Cuando el precio bajo hasta 8 dolares, la asistencia promedio su-
bid hasta 1400.

a) Encuentra la funcién de demanda, suponiendo que es lineal.
b) (Cual es el precio que debe establecerse para los boletos de manera que
se maximice el ingreso?

Mas de maximos y minimos

Hasta aqui hemos estudiado so6lo la aplicacion de la derivada para funciones
que por su naturaleza tienen maximos y minimos relativos, en donde la deri-
vada siempre es horizontal y, por tanto, igual a cero. Sin embargo, ahora hay
que preguntarnos si existen métodos mas exhaustivos que nos garanticen co6mo
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encontrar los maximos o minimos de una funcion. Y es que hay funciones con
valores extremos en donde la derivada no es cero, o bien, donde la derivada en
un punto de una grafica sea igual a cero, y la funciéon no sea un valor maximo o
un valor minimo.

y A y A y A

> = —A >
0 X 0 X 0 a \ X
Si f(x) = x°, entonces Si f(x) = Ixl, entonces Esta funcion tiene un valor
f’(0) = 0 pero fno tiene maximo f(0) = 0 es un valor minimo, maximo en x = a, pero la
ni minimo. pero en ese punto la derivada no derivada no existe en ese punto.
existe.

Definicion. Una funcion f'posee un maximo local (o maximo relativo) en un valor critico
csi f(c) 2 f(x) cuando x estd cercano a c. De la misma manera, f* tiene un minimo local
(o minimo relativo en ¢ si f(c¢) < f(x), cuando x esta cerca de c.

Una funcion puede tener uno o mas valores maximos y/o minimos relativos en
un intervalo (a, b), pero s6lo un maximo absoluto mayor que todos y un minimo
absoluto menor que todos, o solo alguno, o ninguno de los dos.

Y A Maximo absoluto

Méaximo relativo

Minimo relativo /

/
Minimo absoluto

Q
o
o
oA /
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Ejemplos
YA
1. Lafunciény=2—x’tiene un solo valor 2
maximo absoluto y local en x = 0 dado / \
que f(0) =2 es el valor mas grande que >
adquiere el rango. Como podemos ob- 0 X
servar en la grafica de la parabola, no
existe el punto minimo.
YA
2. La funcién y = x’ no tiene valores
maximos ni minimos de ninguna clase. >
. 0 X
Observa la grafica.

Autoevaluacion

1. Escribe en la linea de cada flecha si el punto sefialado es un maximo o un
minimo local o absoluto o ambos.

yA
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2. Dada la grafica de la funcidn £, utilizala para escribir en la tabla los valores
maximos y minimos absolutos y locales de la funcion.

Bloque 4
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Maximos Minimos
Absolutos Locales Absolutos Locales
y A
f
2
1
>
0 1 2 3 4 X

3. Dibuja una grafica continua que cumpla con las siguientes condiciones: maxi-
mo absoluto en —2, minimo absoluto en 4, minimo local en 0 y méximo local

en 2.

YA

Ya estamos en condiciones de contestar la siguiente pregunta: ;cdmo encon-
trar un método para analizar los maximos y/o minimos relativos en la gréafica
de una funcién que nos garantice que existen?
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Funciones creciente y decreciente

Comencemos por analizar si las funciones son crecientes o decrecientes y obser-
vemos como es la pendiente o derivada en cada punto de las graficas.

y A

m siempre es
positiva

Funcion creciente. Es una
funcion en la cual si x
crece también lo hace y.
Su derivada o pendiente
siempre es positiva.

xy

y A

m siempre es
negativa

<y

Funcion decreciente. Es
una funcidn en la cual si x
crece, la y decrece.

Su derivada o pendiente
siempre es negativa.

Ahora bien, si complementamos los conceptos de funciones creciente y de-
creciente de las graficas anteriores al analizar la concavidad de una curva, vere-
mos que una curva concava hacia abajo sin lugar a duda tiene un valor maximo;
ademas, su derivada cambia de positiva a negativa, es decir, decrece. Asimismo,
en una curva concava hacia arriba tiene un minimo y la derivada cambia de
negativa a positiva, es decir, crece. Esta idea nos da la pauta para encontrar un
criterio que nos garantice como encontrar los valores extremos de una funcion.

Funcion céncava hacia abajo

m=0

m positiva

Una funcién tiene un maximo
relativo cuando su pendiente es
cero y su derivada pasa de ser
positiva a ser negativa haciendo
el recorrido de izquierda a
derecha.

mnegativa

mnegativa

Funciéon concava hacia arriba

d

m positiva

m=0
Valor minimo

-
>

| x

Una funcién tiene un minimo
relativo cuando su pendiente es
cero y su derivada pasa de ser
negativa a ser positiva haciendo
el recorrido de izquierda a
derecha.

Con lo antes dicho y el andlisis de las ilustraciones anteriores, ya estamos en
condiciones de formular el primer método para calcular los maximos y/o mini-
mos relativos de una funcion y = f(x).
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Calculo de maximos y minimos relativos
con el criterio de la primera derivada

Bloque 4

Criterio de la primera derivada para calcular los méximos y minimos relativos de una
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funcion.
1. Calcular la derivada de y =f(x).
2. Igualar a cero la derivada de y=f'(x) y resolver la ecuacion; estas soluciones se llaman
valores criticos.
. . d L "
3. Analizar el signo de D un valor antes y uno después de cada valor critico sin omitir
alguno de ellos:
a) Siladerivada de y = f(x) cambia de (+) a (—) se trata de un maximo.
b) Sila derivada de y =f(x) cambia de (—) a (+) se trata de un minimo.
¢) Sino hay cambio de signo no es ni madximo ni minimo.
4. Graficar.
Ejemplos
1. Calcular los maximos y minimos de la funcion y = x* —6x*> +9x y después graficar.

Primero calculamos la derivada de la funcion:

L =3x*-12x+9
dx
Igualamos a cero la derivada de la funcion
3 —12x+9=0 YA Méximo
. . AT,
Al factorizar y resolver la ecuacion, tenemos que, |
|
3(x=3)(x-1)=0, |
Entonces los valores criticos son: |
] |
>
x=1 portanto  y =(1) -6(1) +9(1)=4 ol 1 2 X
Minimo

x,=3 por tanto y = (3)3 - 6(3)2 + 9(3) =0

2

Analisis del valor critico x, =1

(Continua)
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(Continuacion)

. . dy
Six <1, por ejemplo 0.9 entonces —=3(0.9-3)(09-1)=+
x <1, por ¢jemp - =3(0.9-3)(0.9-1)

Six > 1, por ejemplo 1.1 entonces %=3(1.1—3)(1.1—1)=—

Observa que s6lo nos interesan los signos de la derivada.
Como la derivada cambia de positiva a negativa concluimos que en el punto (1, 4) hay un
maximo relativo.

Analisis del valor critico x, = 3

Six <3, por ejemplo 2.9 entonces L 3(2.9 - 3)(2.9 - 1) =—
dx

Six >3, por ejemplo 3.1 entonces L 3(3.1 - 3)(3.1 - 1) =+

dx
La derivada cambia de negativa a positiva, por lo que concluimos que en el punto (3, 0) hay un
minimo relativo.

Trazar la grafica de la funcion es relativamente facil, ya que es continua en todo su dominio.
Ademas, como en (1, 4) existe un maximo, la curva es concava hacia abajo; y en (3, 0) hay un
minimo, por lo que la curva es concava hacia arriba. Con una tabla de valores calculamos puntos
a la izquierda y derecha de estos puntos y los unimos con una linea suave.

o . ., 1
2. Calcular los maximos y minimos de la funcién y = —+4x’ y graficar.
X

Primero calculamos la derivada de la funcion: vy A
@ =— L +8x
dx x’
Igualamos a cero la derivada de la funcion. sl
1 1
iy +8x=0 :
x I
Multiplicamos por —x* \0 ' '1 T
1-8x"=0

Resolviendo la ecuacion vemos que hay un solo valor critico y es:

2
l por tanto y=l+4 l =2+4 l =3
8 2 1 2 4

N |

1 - 1
Analisis del valor critico x = 5
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Si x< 1 , por ejemplo 0.4 entonces & S >+ 8(0.4) =—
2 d (0.4)
Si x> 1 , por ejemplo 0.6 entonces & S >+ 8(0.6) =+
2 d (0.6)
Observa que s6lo nos interesan los signos de la derivada.
Como la derivada cambia de negativa a positiva concluimos que en el punto (— , 3) hay un
minimo relativo.

Para trazar la grafica hay que proceder como en el ejemplo anterior y tener en cuenta que la

., 1 , . . .
funcién y = —+4x’ no esta definida para x = 0 ya que es una asintota vertical.
X

Uso de un software. Una forma util, facil y practica de corroborar tus resultados en esta clase
de problemas es utilizar un programa de computadora, por ejemplo, Winplot el cual se puede
descargar facilmente en lared, ya que es gratis y muy amigable. Observa la secuencia para resolver

o - 1
la situacion de la funciéon y = —+4x>.
x

Winplot |—>| 2 dim |—>| Ecuacion |—>| y=1/x + 4x"2 |—>| Aplicar |—>| Una |—>| Extremos

Lt | |

) I )

E

videncias de aprendizaje

Realiza los procesos necesarios para completar las celdas en cada una de las siguien-
tes situaciones; el proposito es encontrar los valores extremos y, donde sea necesario,
mostrar la grafica de cada funcion.
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y=x"=-3x+3

Deriva la funcion

Iguala la derivada a cero

Escribe los valores criticos

Analiza los valores criticos

Maximos Minimos

Grafica

yAA

&)
xy




2.

y=x'—4x
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Deriva la funcion

Iguala la derivada a cero

Escribe los valores criticos

Analiza los valores criticos

Maximos Minimos

Grafica

YA

) 4
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y=3x"—4x’ —12x°

Deriva la funcion

Iguala la derivada a cero

Escribe los valores criticos

Analiza los valores criticos

Maximos Minimos

Grafica

Xy
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Concavidad y punto de inflexion

Concavidad de una curva. Cuando recorremos una curva de izquierda a dere-
cha, y la tangente de ésta gira en cada punto en sentido contrario a las manecillas
del reloj, se dice que la curva es concava hacia arriba; si gira en el mismo sen-
tido que las manecillas del reloj, entonces la grafica es concava hacia abajo.
Es evidente que la derivada de una funcién con concavidad hacia arriba es cre-
ciente, por tanto su segunda derivada es positiva. Luego, si la concavidad es ha-
cia abajo, la primera derivada es decreciente y su segunda derivada es negativa.
Por ultimo, un cambio de concavidad se encuentra en un punto llamado punto
de inflexion. Los diagramas siguientes nos ayudaran a comprender mejor todo
esto.

Funcion céncava hacia arriba Grafica de la primera derivada
f(x):"n ' (x) A
m negativa mpositiva
f"(x) >0
m=0 (x)
Valor minimo
> >
X X
f'(x) es creciente, luego f'(x) es creciente, luego
f"(x) es positiva y la funcion f"(x) es positiva.
tiene un minimo.
Funcién concava hacia abajo Gréfica de la primera derivada
f(x) f'(x) A
m=0
mpositiva mnegativa
Valor maximo "(x) <0
l > »
X X
f'(x) es decreciente, luego f'(x) es decreciente, luego
f"(x) es negativa y la funcién f"(x) es negativa.

tiene un maximo.

139
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Punto de inflexion. Una funcion f presenta un punto de inflexion en (c. f(¢)) si
es continua en ese punto y ademas separa dos arcos de concavidad opuesta. (Ver

figura).
, A
Punto de inflexion
f(c)
1
1
1
1
1
1
1
A 3 A -
t > T >
0 c X 0 c X
1 1
Concavidad ' Concavidad Concavidad ! Concavidad
hacia abajo : hacia arriba hacia arriba : hacia abajo

Calculo de maximos y minimos con el criterio
de la segunda derivada

Si analizamos y sintetizamos estas ilustraciones podemos concluir un segundo
método para calcular los maximos y minimos de una funciéon y =f(x).

Calcular la primera derivada.
Encontrar los valores criticos.

Hallar la segunda derivada.

= 2R

Evaluar la segunda derivada en cada uno de los valores criticos para conocer el signo
de ésta:

a) Si f"(x) es negativa la funcion tiene un maximo.

b) Si f"(x) es positiva la funcion tiene un minimo.

¢) Si f"(x) es cero o no existe, generalmente es un punto de inflexiéon, pero puede
ocurrir que exista un maximo o un minimo, y en ese caso es mejor utilizar el pri-
mer criterio.

5. Graficar.
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Ejemplos

1.

. , . 1
Hallar los valores maximos o minimos de f(x) = §x3 —-x*=3x+4

Solucion
Derivando f (x) tenemos:
f'(x):x2 -2x-3
Igualamos a cero la derivada:
x*=-2x-3=0

YA

5 x
Factorizando la ecuacion:

(x=3)(x+1)=0
Los valores criticos son:
x =-1 y x,=3

Calculamos la segunda derivada:
f(x)=2x-2
Evaluamos f"(x) en x, =-1y x,=3
f(-1)=2(-1)-2=-4
Es negativa, por tanto, hay un maximo =~5.67 en x=-1.
7(3)=2(3)-2=4

Es positiva, por tanto, hay un minimo =-5 en x=3.

(Continua)

Bloque 4
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(Continuacion)

2. Analiza la curva y = x* — 4x” y verifica la concavidad, puntos de in-
flexiéon y méximos y minimos locales.

Solucion
Obtenemos la primera derivada y los valores criticos.

Q =4x* —12x* = 4x? (x—3)
dx

4x* (x—3)=0, dedonde x,=0yx,=3

y
y= x* - 4X3&
A -
»
X
Puntos de
inflexion

\A

(2, -16)
(3,-27)

La segunda derivada es:

2
d—fz 125 = 24x = 12x(x - 2)
dx
Si evaluamos la segunda derivada en x, = 3
dy
=12(3){3-2)=36>0
L) 1(3)3-2)

Significa que en el punto (3, —27) es un minimo local.

Observa también que la segunda derivadaenx =0y x =2 esigual a
cero, por tanto alli hay dos puntos de inflexion porque hay continuidad
y las concavidades de la grafica se comportan de la siguiente manera:

2
Intervalo Z 2 =12x(x~2) Concavidad
X
x<0 positiva hacia arriba
0<x<2 negativa hacia abajo
x>2 positiva hacia arriba

Con el minimo local, los intervalos de concavidad y los puntos de in-
flexion se puede graficar la curva.
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1. Halla los maximos y minimos de y = x’ —3x+4

Encuentra la primera derivada

Iguala la derivada a cero

Escribe los valores criticos

Encuentra la segunda derivada

Maximos Minimos

Evalia la segunda derivada en los valores criticos

Grafica
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2. Analizalacurva f (x) = x* +2x° y verificala concavidad, puntos de inflexion,
maximos y minimos; corrobora que corresponde a la grafica presentada.

Encuentra la primera derivada | Iguala la derivada a cero | Escribe los valores criticos

Encuentra la segunda derivada Maximos Minimos

Utiliza el primer criterio para los maximos y minimos Grafica

vA

o 4

Comprueba la concavidad

Intervalo Signo de la segunda
derivada Concavidad
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3
3. Analizalacurva f (x) =§x2 - 1) —1 yverifica la concavidad, puntos de inflexion, maximos y minimos;

corrobora que correspon

e a la grafica presentada.

Encuentra la primera derivada

Iguala la derivada a cero

Escribe los valores criticos

Encuentra la segunda derivada

Maximos Minimos

Utiliza el primer criterio para los maximos y minimos

Grafica

yA

Comprueba la concavidad

Intervalo

Signo de la segunda
derivada

Concavidad
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 4

Considera tu desempefio como estudiante y anota la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anota en el cuadro el nimero correspondiente.

® 0 Nunca @ 5 Algunas veces @10 Siempre

COMPETENCIAS A DESARROLLAR

(Al finalizar el bloque adquiriste las competencias que te permiten

* interpretar y analizar graficas de fendmenos meteorologicos
(temperatura, humedad atmosférica, calentamiento atmosférico
y cantidad de bidxido de carbono en la atmésfera) de tu region e
identificar los maximos y minimos absolutos?

* construir e interpretar modelos matematicos sencillos sobre
el comportamiento de un mévil en un tiempo determinado y
calcular maximos y minimos absolutos y relativos?

e valorar el uso de las TIC's en el modelado y simulacion de
situaciones problematicas de fendmenos fisicos, quimicos,
ecologicos, de producciones agricolas, industriales, artesanales y
de manufactura, emitiendo juicios de opinion?

e calcular maximos y minimos de funciones algebraicas e
interpretar los maximos relativos y puntos de inflexion en
graficas que modelan la resolucion de problemas?

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

(Al finalizar el bloque desarrollaste actividades que te permiten

* interpretar y analizar graficas sobre el comportamiento de
los elementos del clima 50 afios atras, investigar en Internet
las graficas e identificar maximos y minimos y enlistar sus
caracteristicas y consecuencias en ese periodo?

¢ plantear modelos matematicos en problemas de fisica que
describen variaciones en el tiempo, realizar la representacion
grafica en derive, calcular maximos y minimos absolutos y
relativos?




Maéximos y minimos de una funcion

* analizar los problemas del clima de los ultimos 50 anos e
identificar algunos elementos de tu entorno que sufren alguna
modificacion a través del tiempo, elaborar una lista de sus
caracteristicas y consecuencias antes y después del cambio,
explicar los resultados que obtuvo destacando la importancia que
tiene este analisis de informacion en el medio ambiente?

* resolver problemas algebraicos sobre la producciéon agropecuaria
existente en tu region geografica (maiz, arroz, papa, cebolla,
ganado vacuno, caprino, criaderos de pollo, etc.) de 15 afios
a la fecha, identificar los maximos y minimos de produccion
y explicar el procedimiento que realizaste para obtener los
resultados correctos?

* realizar lecturas y analizar videos referentes al tema en Internet?
elaborar un resumen de las paginas electronicas visitadas?

* construir cajas, ceniceros o portaclips rectangulares, con hojas
tamafio carta que contengan un volumen maximo, presentar a
tus comparfieros y emitir su opinion de forma respetuosa sobre el
trabajo de los demas?

* hacer una puesta en comun o mesa redonda sobre los aprendizajes
logrados en el bloque, argumentando la importancia que tiene
el estudio del calculo como herramienta de trabajo en cualquier
situacion de tu vida y como influye para el éxito o fracaso de
diferentes tipos de produccion?

CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas
y multiplica por 1.1. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes
categorias:

Menos de 59 60 a 69 70 a79 80 a 89 90 a 100

Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Para autoevaluarte con respecto a las actitudes y los valores, reflexiona sobre el
valor que agregaste a tu formacion educativa, desarrollo personal e interaccion
con los demas al estudiar el tema.

Bloque 4
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Apeéndice

Mas reglas para derivar

Esta seccidn tiene el proposito de complementar el texto con mas reglas de deri-
vacion que les permitan a los estudiantes transitar con mayor facilidad en un
curso de Cdlculo diferencial aun cuando ya existen excelentes software para tal
propdsito.

Ademas de las reglas de derivacion que vimos en los bloques anteriores,
abordaremos las derivadas de funciones logaritmicas, trigonométricas y trigo-
nométricas inversas y, por supuesto, nuevas reglas que surgen a partir de las
anteriores, como son: la derivada del producto y del cociente de funciones.

Regla del producto de funciones
La derivada del producto de dos funciones derivables f(x) y g(x) viene dada por

L (x)e(w)]= £ (x)e'(x)+ g (x) ()

Demostraciéon
sl - P D= B
S mgteen = /(s hals) £l R)a(x) —s(e)e()
h—0 h

= f(x)g'(x)+g(x)f'(x)

Sugerencia: Es conveniente memorizar la regla del producto de la siguiente
manera:

La primera funcion multiplicada por la derivada de la segunda funcion, mas
la segunda funcion multiplicada por la derivada de la primera funcion.
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Ejemplos

1. Encuentra la derivadade y = x(x2 + 1)

Solucion

Primero hacemos f(x)= x, entonces f'(x)=1, luego, g(x)=x>+1,
y g'(x)=2x

Aplicamos la regla del producto

% = x(2x) + (x2 + 1)(1)

=2x+x2 +1

=3x2+1

Ejemplo 2. Halla la derivadade y = (x - 2) 3-x7
Solucion
Hagamos f(x)=x—2 entonces f'(x)=1; luego,

1 1

g(x)= (3 -x )E y gx)= %(3 —x’ )7 (—2x)

; 2)% —x2+2x+(3—x2)%+%
+(3-x7) =

() s

—x2+2x+(3—x2) —x*+2x+3-x>  3+2x-2x’

(3—;8)5 (3_xz)% V3-x*
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Comprueba tus habilidades

En las ecuaciones siguientes encuentra la derivada utilizando la regla del producto y
escribe el resultado en la columna de la derecha.

Ecuacion Derivada
1 y=( +2)3x'-2) %z
2. y=(5x*+2)(3x*—2x+7) % _
3. y=(x*+2)(F =22 +1) %z
4. y=(-2l+x %z
5. y=x x*43 % -
6. y=(x'-1(x+1) %:
7. y=(2 +1nx %z

Regla para derivar un cociente
Sean f(x) y g(x) dos funciones derivables y g(x)# 0. Entonces,

i[f (x)} _ &)/ (x)- f(x)e'(x)

dbx g(x)
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Demostracion

SG+h) ()
d {f(x)} i SO D) g()

dx| g(x) | 0 h
i ES Gt B = f()g(xth) 1
=0 h g(x)g(x+ h)
i ES G ) = g() f()+ f()g(x) = f()g(x+h) 1
" h g(x)g x+ h)
i St - g+ h)—g(x) 1
i S ot )

_ ACE IO NAC)N g th)—gx) | 1
e e e o)

_ &) ') = f(x)g'(x)
g’ (x)

Sugerencia: memoriza la regla del cociente de la siguiente manera:

La derivada de un cociente es igual al denominador por la derivada del

numerador menos el numerador por la derivada del denominador, todo di-
vidido entre el denominador al cuadrado.

Ejemplos

3x+5
3-2x

1. Encuentra la derivada de y =

Solucion:
En primer término hagamos f(x)=3x+35, entonces f'(x) = 3; luego:

g0 =2 =(3-20" ¥ gW=5(-202(2)



2. Hallar la derivadade y =

Aplicamos la regla para derivar un cociente de funciones

1

3-2x)2(3)-(Bx+5)| -———

P _

1

1

(3-2x)?

“ {(3— 2x)% T

Para resolver la fraccion resultante de la derivada multiplicamos y di-

1
vidimos por (3—2x)?

1

(3)(3-2x)* +

3x+5

G-20 | (3-2:f

dy _
dx 3-2x

(3- Zx)%

_33-2x)+3x+5 9-6x+3x+35

3
(3—2x)?
_ 14-3x
(3-2x)
a+bx

a—bx
Solucion
En primer lugar hagamos

1
f(x)=(a+bx)* entonces

1
g(x)=(a—bx)> entonces

Jo-22)

1

f(x)= %(a +bx) 2 (b)

b

1

2(a+bx)E

g'(x)= %(a — bx) 2(-b)
- Sla=s)* (1)

-b

Z(a—bx)%

(Continua)

Apéndice
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(Continuacion)

Aplicamos la regla para derivar cocientes

(a_bx)%.%_(ﬁbx)%.—ib

2(a+ bx)E 2(a—bx)%

{(a_bx)i}z

Para resolver la fraccion resultante multiplicamos y dividimos por

2(a+ bx)% (a - bx)%

v
dx

b(a— bx)E N b<a+ bx)E
Q_ 2(a+ bx)% 2(a—bx)% 2(a+bx)%(a—bx)%
e a=bx 2(a+bx)%(a—bx)%
_ ba-bx)+batbx)  ab—x+ab+bix 2ab

3

2a—be): (a+ bx)? : 2(a—bx) Ja+bx i 2(a—bx) (a+ bx)

ab—b*x +ab+ b’x 2ab ab

) 2\/(a—bx)3m i 2\/(51— bx)3<a+bx) \/(a—bx)3(a+bx)

Comprueba tus habilidades

En las ecuaciones siguientes encuentra la derivada utilizando la regla del cociente y
escribe el resultado en la columna de la derecha.

Ecuacion Derivada
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3. e 3x’ -2 dy _
) x*+3 dx

4 e 2x? —3x+3 dy
' 2-3x dx

s X +3x-1 dy
x*+2x-3 dx
’—x dy

6. f()={5—5 @
¢ +x dx

7. Lacurva y=— I se llama bruja de Maria Agnesi. Encuentra y grafica la
X"+
ecuacion de la recta tangente a esta curva en el punto (l,%).
x
2

8. (En qué puntos tiene tangente horizontal la grafica de f(x)=

A

A

S

<Yy

Y 9
1
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—t+1
2

9. La funcion f(¢)= mide porcentaje del nivel normal de oxigeno en

un estanque, donde 7 es el tiempo en semanas contando desde que el desecho
organico se arroja en ¢l. Hallar la razon de cambio de frespecto de ¢ cuando
t=2.

10. Una poblacién de 500 bacterias se introduce en un cultivo y crece en nimero
2000¢

50+
la razon de crecimiento de la poblacion cuando £ = 2.

de acuerdo con la ecuacion P =500+ con ¢t medido en horas. Hallar

Derivadas de funciones trigonométricas

Reglas para derivar las funciones trigonométricas

u
1. —senu=cosu—
dx dx

d , du
3. —tanu=secu—
dx dx

d du
5. —secu=secutanuy—
dx dx

u
2. —cosu=-senu—
dx dx

d , du
4., —ctgu=—-cscu—
dx dx

d du
6. —cscu=—cscuctgu—
dx dx




Apéndice

Antes de abordar la deduccion de algunas reglas para derivar las funciones
trigonométricas es importante conocer los limites siguientes:
l—cosh , senh_1

lim =0 lim
h=0 h h=0 h

Recordemos de nueva cuenta la definicion de derivada:
senxcos h+cosx senh

sen(x+h) —senx  senxcosh+cosxsenh—senx

d .
—senx = lim = lim
dx h—=0 h h=0 h

= lim (—senx
h—0

. l—cosh , senh
=—senx| lim P + cosx| lim P

1—cosh senh]
+cosx

h— 0 h— 0

= (—senx)(O) + (cosx)(l) =cosx

Perosi y=sen (1) y u= f(x), entonces se presenta otra vez la regla de
la cadena.

Como L =cosu, tenemos que & = @ . du por tanto
du dx  du dx
d du
—senu = cosu—
dx dx
Ejemplos

157

1. Deriva y = sen(2x + 1)

Solucion

Hagamos v =2x+1, entonces d—u =2 luego
X

P = cos(2x+ 1)(2) = 2005(2x * 1)

dx
2. Deriva y=cosx’
Solucion
) du
Hagamos u=x’, entonces i 2x, luego
e

ﬂ = (_Senxz)(zx) = —2xS€IDC2

(Continua)
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(Continuacion)

d
3. Demostrar que d—tanu =sec’u

x
Solucion
. . .. ) . senu
Derivamos tan ¥ como un cociente utilizando la identidad tanu =
cosu
d d senu
—tanu = —
dx dx cosu
o5y,

identidad de tanu

d d
cosu| —senu |—senu| —cosu
dx dx

2
COS u

u u
COSUCOSU—— — senu(—senu)—
d d

_ x lx
2
cos” u
1

f—/%
sen’u + cos’ u du 1 du , du
= 5 —=————=sec u—
cos” u dx  cos’u dx dx

%ﬁ_/

4. Una rueda de la fortuna de 30 pies de radio gira en sentido contrario a las manecillas del reloj,
a una velocidad angular w = 2 rad/seg. ;Con qué velocidad se eleva verticalmente un asiento
en el borde cuando esta 15 pies arriba de la linea horizontal
que pasa por el centro de la rueda? Recuerda que la velocidad f v,
angular w es el desplazamiento angular 6 entre el tiempo 7.

(x, 15)
Solucion

0
Como w= ? entonces 6= wt=2t

Luego en el triangulo de la figura
x=30cos2¢t y y=30sen2t

1
sen w = sen 2t = £ = 0.5, por tanto 2¢ = 30°

La velocidad tangencial de la silla en el punto P tiene dos componentes, una horizontal v_= 7

. d . e .
y otra vertical v = 7); , por cierto ésta lltima es la que nos interesa calcular.
dy

v =—= i(30sen2t) =60cos2t = 60(cos30°) =51.96 pies/seg
7 ode dx
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Se aplica una fuerza en el extremo de un resorte horizontal y este se desplaza hacia la derecha 4

cm mas alla de su posicion natural o de reposo, en seguida se deja en libertad en el instante £ = 0,
tal como se muestra en la figura. Su posicion en el instante 7 es

x= f(t) =4cost.
a) Encuentra la velocidad v en el instante 7, es decir v = E,
. . . 2
b) halla la posicion y la velocidad del extremo del resorte en el instante ¢ = Tﬂ-

¢) las graficas de posicion y velocidad de la vibracion en un periodo de 277

Solucion
a) Lavelocidad en el instante 7 es Equilibrio 4.cm
dx d
y=22 —(4cost) = —4sent
dt dt 2t 5
F =fuerza
. . 2
b) Laposicion y la velocidad en = — son
respectivamente 3
2 Recordemos que
s=4c0s 2 = 4cos120° = -2 a
3 7 rad = 180°

v= —4senzT7T — —3.4641 Portanto

2 o
—rad =120
¢) Gréficas de posicion y velocidad en un periodo de 277 3

Las graficas nos ensefian que la oscilacion del resorte ocurre desde, —4 el punto mas bajo hasta
el punto mas alto, es decir 4; ademas de ilustrarnos la relacion entre posicion y velocidad.

A
4_

-4
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Comprueba tus competencias
En las funciones siguientes encuentra la derivada utilizando la regla correspondiente
y escribe el resultado en la columna de la derecha.
Ecuacion Derivada
dy
1. =sen(2x—3 —=
y=sen(2x-3) o
2. y=4cosx—2senx Q=
dx
dy
3. =cos(2—5x —=
y=cos(2-5x) o
2 dy
4. =cos(2—5x —-—=
y =cos(2-5x) o
dy
5. y=cos’ ==
Y X dx
6. y=x"sen2x Y
dx
7. y=senxcosx Q=
dx
8 = sent ds _
t dt
9. y=senxcosx Q=
dx
- &
cosu du




Apéndice

161

1. y=x"tanx b _
dx
dy

12. =ctgx = =

y=cig e

13. y=xsen’x b _
dx
dy

14. y=sen’(x’+3 —=

y=sen’(x* +3) -
2 dy

15. y=x"senx+2xcosx—2senx L=
dx

16. f(6)=—2 r(0)=

1—-senf

1. __senx ﬂ _

1—cosx dx

18. = I+cscx dy _

I—cscx dx
19. Observa y analiza la rueda-piston de la figura. La

rueda tiene 1 pie de radio y gira en sentido contrario
a las manecillas del reloj 2 rad/seg. La varilla de
conexion tiene 5 pies de longitud. Cuando ¢ = 0 el

punto P esta en (1, 0). Encuentra

a) las coordenadas de P en el instante ¢

b) lavelocidad de O en el momento .
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20.

21.

22.

Una masa en un resorte vibra horizontalmente sobre una superficie lisa, en un
movimiento arménico simple. Su ecuaciéon de movimiento es x(t) =8 sen t.

a) Encuentra la velocidad y la aceleracion en el instante ¢,

- . . 2
b) Halla la posicion y la velocidad de la masa en el instante 7= TW

Equilibrio

oI —>

x VY

Una escalera de 10 pies de largo esta apoyada en una pared vertical. Sea 6 el
angulo entre la parte superior de la escalera y la pared, y x la distancia del ex-
tremo inferior de aquella hasta la pared. Si el extremo inferior de la escalera
se desliza alejandose de la pared, ;con qué rapidez cambia x con respecto a 0

cuando 0= %?

Un bloque con peso W es arrastrado a lo largo de un plano horizontal por
una fuerza F que actla a lo largo de una cuerda sujeta al propio objeto. Si la
cuerda forma un angulo 6 con el plano, entonces la magnitud de la fuerza es

Fo__ M
msenf+coso

donde w es una constante llamada coeficiente de friccion.

a) Encuentra la razon de cambio de F' con respecto a 6.

b) (Cuando es igual a cero esta razéon de cambio?

¢) SiW=50librasy u = 0.6, dibuja la grafica de F' como funcion de 6 uti-
lizando una calculadora que grafique.
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Derivadas de funciones trigonomeétricas inversas

Definicion:

Cuando hablamos de las inversas de las funciones trigonométricas basicas es
necesario aclarar que nos estamos refiriendo a los angulos cuyas funciones trigo-
nométricas son seno, coseno, tangente, etcétera, por ejemplo si:

y=senx, entonces, x=sen 'y
lo cual significa que x es el angulo cuyo seno es y.

Es importante mencionar que para obtener las inversas de las funciones tri-
gonométricas se restringe el dominio y, el rango se mantiene lo mas grande posi-
ble segun sea la funcion de que se trate.

y=senx P y = arc sen x

Dominio
I restringido I

y = arc cos x
y =C0Ss X

-1 :

| Dominio |

restringido

\ 4
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A y=tan x A Y=arctanx
T e
14 2
’T —T’I 1 "
1-L
w
2
IDominio |
restringido!
Reglas para derivar las funciones trigonométricas inversas
1. isen’lu=;@ 2. —cos'u=— !
1—u® ¥ dx 1—u® dx
1 1
3. —tanu=—3 du 4 ictg‘lu =
1+u” dx dx 1+u” dx
5 —sec"ly:é@ 6 icsc’1u=—;
dx uNu? —1 dx dx uNu’ —
Demostracion de la regla 1:
i 1 du
sen” Y =———
dx 1—2 dx
Siy=sen'u = wu=seny,luego
du dy 1
—=cosy y —=——
dy du cosy

Como y = f(u) y sen’y+cos’ y =1, tenemos que:

dy _dy du_ 1 du 1 du 1 du

dc du dx cosydx \/1—sen2ydx J1—y? dx

Demostracion de la regla 3:
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Siy=arctanu = u=tany, luego

du ) dy 1
—=sec’y y ——=—
d du sec’y

Como y= f(u) y sec’ y=1+tan’ y , tenemos que

b _d di_ 1 de_ 1 du_ 1 du
dx du dx sec’ydx l+tan’ydx 1+u’ dx

Ejemplos

1. Encuentra la derivada de y = tan™ 2x’

Solucion du
Hagamos u = 2x?; entonces, — = 4x, y mediante la regla 3, se tiene
que dx

. 4 a
2. Deriva y=sec™ —.
X

Solucion
1 du 5 a .
Hagamos u=—=ax""; entonces, o —ax”" =-— y mediante la
X X

regla 5 se tiene que:

(Continua)
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(Continuacion)
3. Encuentra la derivada de y = xsen™ (2x)

Solucion

Esta funcion debemos derivarla como un producto

Hagamos £(x)= 5t /(s)=1: () =sen (25)y /()= -2
1-(2x)

luego

D ol (2) [#sen” (2)(1)

dy 2x 2
— =| ———=|[+sen (2x
dx [\/1—4;8} (2+)

Comprueba tus competencias

En las funciones siguientes encuentra la derivada utilizando la regla correspondiente
escribiendo el resultado en la columna de la derecha.

Ecuacion Derivada
1. y=cos'3x % _
2. y=cot'ax’ % -
3. y=xcsc ' 3x % _
4, y=tan % % _
5. y=\/a2—x2+asen’1§ %=




Derivadas de funciones implicitas

Hasta aqui, practicamente hemos estudiado casi todas las funciones que se pue-
den describir al expresar de forma explicita una variable en términos de otra
variable. Sin embargo, a veces las funciones estan definidas de manera implicita,
es decir, alguna de sus variables no estd despejada. Para mayor comprension,
observa la tabla siguiente .

Apéndice

Funcion implicita Funcion explicita Derivada
=2 _2 @__2
Y X dx x?

El ejemplo nos ensefia que es relativamente facil despejar y de la funcion impli-
cita para asi, obtener su derivada. Pero sabemos que a veces en ciertas funciones
no se puede despejar la y o es sumamente dificil hacerlo, entonces hay que pre-
guntarse si dichas funciones se pueden derivar de manera implicita. La respuesta
es si, y es necesario hacerlo término a término considerando que la ecuacion
determina a y como funcion de x.

Ejemplos
1. Hallar la derivada de x* +y* =25 yA
Al derivar término a término tenemos que: / \
d , d , d 0 X
—Xx +—y =—(25
e C \/
2x+2% 20 X+ yP=25
dx
y A
dy
2y—=-2x
AW
0 X
dy _ 2x _ x
dx 2y y y =\25 - x?
Comprobacion del ejemplo 1 VA
Si en el ejemplo 1 hacemos explicita la funcion,
entonces: >
y=v25-x"
y =—125 - x?

167
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(Continuacion)

Qzl(zs_xz)’%(_zx):_;l:_;

dx 2 (25—x2)5 25— x7

Pero si en el denominador sustituimos v25— x> por y obtenemos el
mismo resultado que en el ejemplo 1.

Ecuaciones de la tangente y de la normal

2. Conrelacion al ejemplo 1, encuentra la ecuacion de las rectas tangente
y normal a la curva x> + y* =25 en el punto (3,4).

Solucion d X
Como la derivada de la funcién es 22 = —= , tenemos que la pendiente
en el punto (3,4) es dx y

¥
h% 4
Por tanto, la ecuacion de la tangente al cir- f
culo en (3,4) es
0

y—4=—%(x—3) 0 3x+4y=25

La recta normal es la perpendicular a la recta tangente en el punto (3,4) ,
luego su ecuacion es

y—4=%<x—3) o 4x-3y=0

Recta normal. Recta perpendicular a otra.

Condiciones de perpendicularidad. Dos rectas son
perpendiculares si sus pendientes m, y m, son reciprocas y
de signo contrario.



3. Calcula % de la ecuacion sen y = x

x
—sen —ﬁ
dx Y dx

dy
cosy—=1

ydx

@_ 1

dx cosy

4. Deriva x’ —xp+y> =9
dy dy
3x°—| x—=—+y(l) |[+2y—==0
dx y( ) Y dx
derivada del producto xy

3x2—x%—2y(1)+2y%=0

%(—x+2y)= 2y -3x°

dy _ 2y —3x’
dx  2y-x

Comprueba tus habilidades

VA
\ sen y=x

Igualando a cero

Trasponiendo términos

En las igualdades siguientes encuentra la derivada @D de manera implicita, escri-

biendo el resultado en la columna de la derecha.

Apéndice 169

Ecuacion Derivada
dy
1 —? = ==
x =y =16 e
dy
2. 2 = 3 =] —_— =
r oy dx

(Continua)
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dy
3. \/; + \/; =9 E
dy
4. x*+y*=2 &y
v dx
dy
5. S_y=x “
y -y dx
dy
6. - hald
\/; =x=2y dx
7. Xy+y’x=-2 Lid
dx

2

8. =X &
x*+9 dx
3 dy
9. +y) =x"+)’ -
(x+y) =x"+y .
dy
10. x*y’—y=x —
y -y dx
dy
11. \/5 =5p= Zy E
12. senxcosy=1 @
dx
13. "7+ y=3 @
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Ejemplos de aplicaciones

1. Se deja caer una roca sobre un estanque en reposo y, al hacerlo, produce on-
das circulares concéntricas. El radio de la onda exterior crece al ritmo cons-
tante de 1 pies/seg. Cuando su radio es 3 pies, ;a qué ritmo esta creciendo el
area A de la zona perturbada?

Solucion
El 4rea de la onda es: 4 = 777,
El crecimiento del radio es: % =1 pies/seg,

cuando r=13

En estos casos la variable independiente es el tiempo ¢, de manera que hay
que derivar la variable area 4 con respecto al tiempo
El crecimiento del érea es:

A .
a4 = i(ﬂ- rz) =2 rﬂ, luego, si r = 3, entonces:
dt dt dt
dA pies’

—=2x(3)(1)=6
o =2 B))=6m "
2. Suponer que la escalera de la figura se esta deslizando sobre el piso a razéon

de 3 pies/seg. (A qué velocidad se desliza la parte de arriba de la escalera en
el momento en que la base estd a 8 pies del muro? Es decir, ;cual es el valor

de & cuando @=3 yx=28?
dt dt

Solucion
El teorema de Pitagoras nos da la relacion:
x> +y> =10, de donde y=+/100—x"
10
y
Si derivamos x° + »* =10 con respecto al tiempo,
2xﬁ +2 yﬁ =0
dt dt

Al despejar l X

Q_ 2x dx  xdx

di 2ydt  ydt
Al sustituir
dy x dy 8

o \/100 — i \/100 — (3) =—4 pies por segundo.
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Verifica tus competencias
1. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal al circulo x* +y° =9 en
el punto (2,\/5 ) La recta normal en un punto es la perpendicular a la recta

tangente en dicho punto.

|
>

245)

\ 4

2. Lacurva y* =x’ +3x’ se llama ctibica de Tschirnhausen. Encuentra y dibuja
las ecuaciones de la tangente y la normal en el punto (1,2).

YA

(1,2)

o 4

3. Se bombea aire en un globo esférico a razén de 4.5 pulgadas cubicas por
minuto. Hallar la razén de cambio del radio cuando éste es de 2 pulgadas.

4. Un aeroplano viajando a 390 pies por segundo a una altitud de 5000 pies
vuela directamente sobre un observador como se muestra en la figura.

a) Encuentra una ecuacion que relacione a x y r
b) Hallar el valor de x cuando » es 13000



¢) (A qué velocidad esta cambiando la distancia » entre el aeroplano y el
observador cuando el aeroplano esta a 13000 pies del observador? Es

decir, ;cuant 1 ﬂ do — =390 =13000?
ectr, jcuanto vale ar cuando ar yr ?
X A
500
r
Observador

Derivada de funciones logaritmicas

Cuando estudiamos las funciones exponenciales, mencionamos que e=2.71828181
es un nimero irracional que aparece de manera natural en fendomenos fisicos,
biolodgicos, sociales econdmicos, etcétera, y que se define como:

1

e= lim (1+1J = lim (1+x)* =2.71828181

X —> o X

Derivada de log, u

La derivada del logaritmo de base a de u con respecto a x es:

d logae du

—log u=—"4*— . —

de ¢ u dx
Demostracion;

Si y=log,uyu= f(x), entonces
y+Ay=10ga(u+Au)

u+Au

Ay =log, (u + Au) —log, u=log,

(Recuerda las propiedades de los logaritmos).

Propiedades de los logaritmos

1. log(ab)z loga+logh
a
2. logz= loga—logh

3. loga” =nloga

Apéndice
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Luego, si multiplicamos el segundo miembro de la igualdad por 1, pero escrito

Au u
como — « — , tenemos
u u

utAu Au L y si dividimos por Ax
u Au

Ay=log,

&: llog utAu . ﬂ: log u+ Au . Au (otra propiedad
Ax Au 7 u ulx ‘ou u de los

logaritmos)

Ay u+Au ) 1 Au
—=log R ——
Ax a u u Ax

u

Au
lim Ly = lim |log [1+&] 1 lim &
Ax—0 Ax Ax—0 a u udx—-0 Ax

dy _ log e du
dx u dx

Ejemplos

1. Encuentra la derivadade y = log(Sx)
Solucion

di
Hagamos u = 3x; luego d_u =3, entonces
X

dy _logey) _loge
dx  3x X

2. Halla la derivada de y = 10g(2 - 3x)

Solucion

dl
Hagamos u =2 — 3x; luego d—u = -3, entonces
X

Q: loge (_3): —3loge
dx 2-3x 2—-3x



Derivada de la funcion logaritmo natural

La derivada de y =1In u es:

d 1 du
—Inu=——
dx u dx
Demostracion:
Recordemos que:
log, u=Inu

Luego si recurrimos a la derivada de los logaritmos de base a:

d log edu 1du
—log u=—*—=——
dx "¢ u dx udx
d 1 du
—lhu=——
dx u

Ejemplos

1. Deriva y=1n(2—3x)

Solucion du
Hagamos u =2 —3x = e =-3, luego
2%

dy 1 A 3
E_z—sx( 3) 2-3x

Ejemplo 2. Deriva y=xInx

Solucion
Aqui debemos derivar como producto, entonces hagamos:

f(x)zx; f’(x)zl y g(x)zlnx; luego g’(x):i

Por tanto

dy _ x[ljﬂnx@): 1+Inx
dx X

(Continua)

Apéndice

175



176

Matematicas V

Calculo diferencial

(Continuacion)

Ejemplo 2. Derivar f(x)=In3/1- x>

Solucion
Primero aplicamos las propiedades de los logaritmos

f@)=mi1-x" =In(1-x?)

W=

= %m(l—xz),

al aplicar loga” = nloga

Esta ultima expresion es mas sencilla de derivar

dfd(xx) _ %L_lxz (_zx)}
dfd(:) - %{1_—2;2}
dlx) 2

dv 3(1-x7)

Comprueba tus habilidades

En las igualdades siguientes encuentra la derivada
en la columna de la derecha.

b

escribiendo el resultado

Ecuacion Derivada
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4. y=ln(x\/x2—1) P
dx
Inx dy
5. =— ==
y x2 dx
dy
6. =1 @
y n(senx) i
-1 dy
7. =1n x— ——
4 x+1 dx
senx —1 dy
8. =1 @
y nsenx+2 dx
9. y=ln’(x+\/x2—1) ay
dx

x2V3x -2
10. »= @
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Formulas matematicas

ALGEBRA
OPERACIONES ARITMETICAS
a
a(b + ¢) = ab + ac a+b=_+_ £+£=ad+bc B _ e
c c c b d bd < bc
d
EXPONENTES Y RADICALES
am™ a = g™ a_m = gmn (am)" SN a’ = i
a" a’
(ab)" = a" b" %n - Z_” Ve =Ve v ar=Var = (Va )"
7t n a . \n/a_
Ve =/ Va = V/a 5=

FACTORIZACIONES ESPECIALES

- =@+b)a-b) |@+b=(@+b)(@—ab+b)| @b =(a-b) (@ +ab + b
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PRODUCTOS NOTABLES
(a + b? = a* + 2ab + b* (a + b)Y =a + 3a* + 3ab®> + b*
(a— by =a*—2ab + b? (a—b) = &*—3a°b + 3ab* - b’

Teorema del binomio

+ b n — i’l n 4 l’l n—lb + l’l n—2b2 4 oeee 4+ 2 bn—lbn
@+d)r={y)a 1) 2] n-1)¢

donde [ )= —" l=1.2-3 !
onde r) = = y nl= (n—1n

FORMULA CUADRATICA VALOR ABSOLUTO
Si ax? + bx + ¢ = 0, la solucion Para toda a > 0, entonces
para x es

|x| = a significaque x=a o x=-a
—-b + Vb —4dac |x| <a significaque —a<x<a

x =
2a |x| >a significaque x>a o x<-a
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FIGURAS GEOMETRICAS ELEMENTALES

Triangulos Circulos Sector de circulos
, 1 1 , , 1
Area = —bh = —absen 0 Area = 71 Area = Erzﬁ s=rb

2 2 Perimetro = 271

- n o\ r 5
1 !
b
-
Esfera Cilindro Cono
4 , 1
Volumen = gwr3 Area = 2mrh + 2mr? Volumen = §7TI"2/1
Arca = 4772 Volumen = 7rh
\ A

TRIGONOMETRIA

TEOREMA DE PITAGORAS

En un tridangulo rectangulo la suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la

hipotenusa.

cateto® + cateto’ = hipotenusa?

2
<
oS

Cateto

b>+ct=a*
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sen’6 + cos’ =1

SISTEMAS DE MEDIDAS DEFINICION DE FUNCIONES
DE ANGULOS TRIGONOMETRICAS
180° = 7 radianes _ op _ ady
sen 0 = hin cos 6 = o
s = rf (Omedido en radianes) P P
op ady «
s tan 0 = —— cot 0 =—— op
ady
A . . 0
sec 6?=i csc 6?=hi LY
ady op
CiRCULO TRIGONOMETRICO LEYES DE SENOS Y COSENOS
X+y=1 Ley de senos. Los lados de un tridngulo son proporcio-
y nales a los senos de los angulos opuestos
sen0=T=y a b ¢
X send senB senC
cos O = 1= X

Ley de cosenos. El coseno de un angulo es igual a

la suma de los cuadrados de los lados que lo forman
menos el cuadrado del lado opuesto, todo dividido entre
dos veces el producto de los lados que lo forman

y P+ c-a B
cosd =—————
2bc
a+ E-h c d
cosB=———7—7—+
2ac
c a* + b*-¢? " ¢
cosC=—————
2ab
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N

y

1
0

1

ik

1

cos 60

sec ) =

sen 6
sen’f + cos’0 =1 tan @ =
cos 6
1
cscl = sec’f =1 + tan? 0
sen 0

csc? =1+ ctg’f

sen § = cos(90° — 0)

cos @ =sen(90°—6) | tan6 = ctg(90° - 6)

sen(—6#) = —sen 6

cos(—6) = cos 6

tan(—6) = —tan 0

FORMULAS DE ANGULOS DOBLES

cos2x = cos’x —sen’x = 2cos’—1 = 1 —2 sen’x

sen2x = 2senx cosx
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FORMULAS DE SUMA Y RESTA DE ANGULOS

sen(x + y) = senx cosy + cosx seny

cos(x + y) = cosx cosy — senx seny

sen(x —y) = senx cosy — COSx seny

cos(x —y) = cosx cosy + senx seny

tanx + tany

tanx — tany

tan(x +) = 1 —tanx tany tan(x —~y) = 1 + tanx tany
FORMULAS DE MEDIO ANGULO
) 1 —cos2x ) 1 + cos2x
sen’y = ——— c0s*x = ————

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

y=senx = x=sen'y

y=cosx = x=cos'y

y=tanx = x=tanly

y=ctgx = x=ctgly

y=secx = x=secly

y=cscx = x=cscly
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Distancia de A(x,, y,) a B(x,, y,)

Divisién de un segmento 4B en una razén r

d=|AB|=\/(xz—x1)2+(y2—y1)2

r#l
X+,

147

:yl+ry2
1+r

>

Punto medio r=1
X +x +
P | 2;y:y1 Vs
2 2

B
PM
A

Pendiente de la recta que pasa Ecuacion de la recta que pasa Ecuacion de la recta de
por A(x,y,) y B(x,,»,) por P (x,,y,) y pendiente m pendiente m y ordenada
en el origen b
_NTh Y=y, =mx—x) y=mx+b
X, T %
B
m
(0, b)
m
A Px;, v,)
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CircuLOS

Ecuacion del circulo con centro en (4, k) y
radio r.

(= hP + @ —kP =7

Ecuacion del circulo con centro en el origen
y radio 7.

X2+ =




Férmulas matematicas

187
CALCULO DIFERENCIAL
DEFINICION DE DERIVADA
dj -h)-
fd(xx) = lhlil(} f(x ) f( ) =m,__ donde m_ es la pendiente de la tangente a f (x) en un
punto

DERIVADAS DE FUNCIONES ALGEBRAICAS

dx Eu - "‘1%
¢ /) _ g1 ()e)
S0 )= W) el () | el) T [y

Ciertos autores utilizan u = f (x) yv= g(x) , por tanto —

du v
o)y So=g()

E:
DERIVADAS DE FUNCIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES
d log e d d 1d v d d ._ .
—log u=—2*—u | —lnu=——u | —a"=d"lna—u —e'=e"—u
dx T u dx dx u dx dx dx dx
DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
d d , d
—senu = cosu—u —cosu =—senu—u —tanu=sec” u—u
dx 5 dx o4 dx
— ctgu =—csc’ uiu
dx s1=

d
—secu =secutanu—u
x d

d
—cscu =—cscuctgu—u
x x dx
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DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

J arcsenu 1 ¢ u g arccosu = L @ u | 4 t d

— = — — =— = —arctanu = —u

dx V1= dx dx 1—u? dx dx 1+ 22 dx

d t d g arcsecu & u g arccscu ! ] u

—arcctgu = — —u = S — =
. 1+ % dx 2 uu® —1 dx dx uNu? —1 dx

notacion

En la actualidad generalmente para escribir las funciones anteriores se utiliza la siguiente

- - - - 1 1
sen'u, cos” u, tan"'u, ctg”'u, sec” u, csc” u
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DEFINICION DE INTEGRAL

Integral indefinida Integral definida
J 1 (x)ae= [ 7 (x)e=F(b)-F(a)
INTEGRALES ELEMENTALES
Idx=x+C chuch.du I(du+dv—dw)=jdu+_[dv—‘[dw
ju"dv= 2 +C,n+-1 J.@=lnu+c Ia"duz a +C
n+1 u Ina
Ie“duze”+C Isenuduz—cosu+C Jcosuduzsenu+C

J.sec2 udu =tanu+C

jcscz udu = —ctgu+C

Isecutanudu =secu+C

jcscu ctgudu =—cscu+C

_[ tanudu = 1n|sec u| +C

jctg udu = 1n|sen u| +C

_[sec udu = In|secu + tan u| +C _[csc udu = 1n|cscu - ctgu| +C

Juzcj_uaz =%arctang+C Juzciuaz =i1nZ;Z+C

J'azaf4u2 :ilnz—tfl"‘c J\/——arcsen +C
uzclzazzln(u+“u2ia2)+c J‘\/ﬁdv=%\/ﬁ+a§arcseng+C

2
I uziazduzgxmziaz i%ln(u+\/u2ia2)+c

INTEGRACION POR PARTES

J.udv=uv—-|.vdu
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INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA
Expresion Sustitucién Justificaciéon
X = asenu a
X
a-x u
Na* —x* =acosu
\j 62 = X2
x=atanu A’a2+x2
a+x A
2 2 _ u
\Na'+x* =asecu
a
xX=asecu
X 2
xP—-a° x“-a
\/x2 —a* =atanu
a







El contenido temdtico de este libro esta disefiado para cumplir con
los requisitos de un curso de matematicas basicas, en lo que respecta
a los conceptos de célculo diferencial, de acuerdo con el plan de
estudios del Bachillerato General.

Este libro se enfoca fundamentalmente en el desarrollo de las
competencias que deben caracterizar a un estudiante del nivel
medio superior, como eje principal en su formacién educativa. De
esta forma, la presente obra contribuye a desarrollar los conoci-
mientos, las habilidades, las actitudes y los valores que distinguiran
al alumno al concluir el estudio de la asignatura de Matematicas V
y que perduraran a lo largo de su vida.

Ademas esta obra servirda para apoyar vy facilitar la gran tarea que
realizan los docentes durante el curso para desarrollar y ejecutar una
mejor planeacion de los materiales didacticos, en funcién del tiempo
y de las necesidades institucionales y sociales. Este libro, sin duda,
ayudara tanto a los profesores como a los alumnos a cosechar los
mejores frutos de su trabajo.
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